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RACJONALNOSC BEZ GRANIC
DWIE PROBY ODPOWIEDZI

I. JAKIE GRANICE?

Tytul niniejszego artykutu nawiazuje w sposéb celowy do wydanego niedawno
zbioru esejéw J. Zyciniskiego zatytutowanego ,,Granice racjonalno$ci”.! Rozwazania
zamieszczone w tej pozycji wskazuja na istienie granic racjonalnego dyskursu.
Granic nieprzekraczalnych, bedacych bowiem wynikiem zasad, na kt6rych ten dyskurs
Si¢ opiera.

Gdy mowa jednak o granicach racjonalnosci, nalezy pamigtac, ze nasze obecne
poglady na ten temat posiadaja stosunkowo niedtuga histori¢. Nie chodzi tu, oczywis-
cie, 0 granice, na ktére wskazujg takie czy inne religie, kazac uzna¢ pokornie stabo$§¢
rozumowania wobec Tajemnicy. Swiadomo§¢ ograniczenia ludzkiego rozumu w tych
wymiarach cziowiek posiadl stosunkowo dawno. Sa to ograniczenia, ktére pojawiaja
si¢ tam wsze¢dzie, gdzie stajemy wobec rzeczywistoSci przekraczajacej nasze Srodki
wyrazu czy mozliwo$ci wyobraZni.

Istnieja jednak ograniczenia zupelnie innej natury. W odréznieniu od pierwszych
nie wynikaja one z zetkniecia sie stabo$ci ludzkiego rozumowania z Przekraczajacym.
One bowiem tkwia w samej naturze rozumowania, wynikaja z przyjetej optyki,
czy raczej nalezatoby powiedzie€: z najbardziej podstawowych zasad, ktére kieruja
ludzkim myS§leniem.

Istnienie tych drugich ograniczer stwarza sytuacj¢ - moim zdaniem - ciekawsza,
ale zarazem bardziej otwarta na swoisty dramat, niz to miato miejsce w przypadku
pierwszych. Je§li bowiem kazde nasze rozumowanie, niezaleznie od tego, do jakiego
przedmiotu je zastosujemy, opiera sie na tych zasadach, to kazdy racjonalny dyskurs,
obojetnie jakiego przedmiotu dotyczacy, bedzie obcigzony stabo$cia i narazony
na niebezpieczefistwa.

V1.Z ycih s ki, Granice racjonalnosci, Warszawa: Wydawnictwo Naukowe PWN 1993,
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Mowiac o ograniczeniach drugiego typu, mam na mysli, oczywiscie, te, kt6re
wynikaja z tak zwanych twierdzefi limitacyjnych. Twierdzenia te, sformutowane i udo-
wodnione w latach 1915-1935, ukazaly, ze tam wszedzie, gdzie podejmujemy probe
racjonalnego mys§lenia, stajemy wobec szeregu dylematéw. Wspomnijmy jedynie dwa
z nich: oto - zgodnie z twierdzeniami Godla - postugiwanie si¢ my§leniem typu
dedukcyjnego kaze nam wybiera¢é pomiedzy bogactwem jezyka, ktéry przyjmujemy
na potrzeby rozwazari, a pewnoscia gwarantujaca nam, ze w trakcie rozwoju badan
nie natkniemy si¢ w pewnym momencie na sprzeczno$¢, ktéra podwazy sensownos¢
calego dotychczasowego dorobku. Z drugiej strony, jak ucza tzw. twierdzenia
Skolema-Lowenheima oraz twierdzenie Churcha, poniewaz w naszym méwieniu orze-
czywisto$ci postugujemy si¢ zwykle modelami, kazdy za$ skoriczony zbi6r faktow
moze mie¢ wiele modeli catkowicie niezgodnych ze soba, nigdy nie mamy ostatecznej
gwarancji, ze w naszym opisie nie poszliémy bledng droga, wybierajac taki a nie inny
model.

Nie ma potrzeby szczegétowo omawiaé w tym miejscu wspomniane twierdzenia
(oraz inne, obejmowane wspélna nazwa twierdzer: limitacyjnych - wlasnie ze wzgledu
na granice, ktére pokazuja) oraz ich konsekwencje. Istnieje bowiem szereg opracowar
poruszajacych te tematy. Celem niniejszego artykulu jest co innego. Chce w nim
ukazaé sytuacje, jaka zaistniala w filozofii matematyki tuz przed pojawieniem sig¢
twierdzefi limitacyjnych.? Rzecz bowiem w tym, ze twierdzenia te - przynajmnicj
niektére z nich  staly si¢ odpowiedzia na pragnienia pewnych matematykéw
uczynienia z ich dziedziny wzoru nauki do korica racjonalnej, opartej na nieza-
chwianych podstawach, realizujacej postulat doskonalej S§cisto$ci. MySlenie
matematyczne bowiem zawsze bylo i zapewne pozostanie - przynajmniej w opinii
ludzi nie praktykujacych go na co dziefi - wzorem mys§lenia poprawnego, §cistego,
niepowatpiewalnego. Stad tez zburzenie snu o ostatecznej pewnosci w tej dziedzinie
nie moze pozosta¢ bez znaczenia dla kogokolwiek, kto chce mie€ z racjonalnoscia co$
wsp6lnego.

Pojawienie si¢ twierdzefi limitacyjnych zostalo poprzedzone przez sformutowanie
kilku programéw, ktére mialy na celu ukazanie drogi do ostatecznej pewnosci.
W niniejszym artykule chce oméwi¢ dwa z nich: logicyzm i formalizm. Byly to
programy mieszczace si¢ w ramach filozofii matematyki, ale sadze, ze warto zapozna¢
si¢ z ich elementami. Wydaje si¢ bowiem, ze sen o pewnoSci, marzenie zdobycia
i wyrazenia prawdy w sposdéb niepodwazalny sa ciagle zywe w umysiach wielu ludzi
praktykujacych nauki - od fizykéw po teologéw. Mozna by wi¢c zapyta¢, czy ma-
rzenia te nie zawierajg tych samych elementéw, ktére doprowadzily do przebudzenia
si¢ z podobnego snu na terenie matematyki.

? Nalezaloby raczej powiedzieé: réwnoczesnie z ich pojawianiem si¢, bowiem my$l nasza skupi si¢
na pierwszym trzydziestolecin XX wieku.
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II. RZUT OKA NA SYTUACIE

Matematyka na przetomie wiek6w znalazla si¢ w dziwnej nieco sytuacji. Morris
Kline w swojej ksiazce Mathematics. The Loss of Certainty omawia ja w rozdziale
noszacym znamienny tytut U bram raju’ Aksjomatyzacja podstawowych dziedzin
matematyki stworzyla podstawy pewnosci, ze dotychczasowe ich osiagniecia nie sa
oparte jedynie na niepewnych intuicjach. I chociaz wielu matematykéw uwazato
logike i postulat absolutnej §cisto$ci za pewien dodatek, ,higiene” pracy, to przeciez,
jak mOéwi Kline:

Scisto§¢ odzyskata swoja role w matematyce i uczynila pewniejszymi odkrycia wielu wiekéw.

Matematycy mogli stwierdzi€, ze wypelnili wymogi standardu ustalonego przez Grekéw i byé

spokojnymi, Ze, poza wzgl¢dnie drobnymi poprawkami, ogromny przedmiot zbudowany na bazie

empiryczne;j i intuicyjnej zostal usankcjonowany przez logike. I rzeczywiscie, byli oni zadowoleni

z siebie. Mogli spogladaé wstecz na dawne kryzysy, liczby niewymierne, rachunek rézniczkowy

i catkowy, geometri¢ nieeuklidesowa i kwaterniony, i gratulowat sobie pokonania trudnosci,

ktére rodzito kazde z tych pojeé.!

Bardzo charakterystyczny w tym wzgledzie byt II Mi¢dzynarodowy Kongres
Matematykéw. Dwéch ,,wielkich” D. Hilbert i H. Poincaré, ktérzy rywalizowali
pomigdzy soba 0 pozycj¢ przywédcy w matematycznym §wiecie, wyglosito wéwczas
swoje przeméwienia. Hilbert przedstawit list¢ 23 probleméw, ktére mialy - jego
zdaniem - odegra¢ kluczowa role w dalszym rozwoju matematyki. Poincaré natomiast
w swoim przemOéwieniu zawart stynna i czgsto péZniej cytowana wypowiedZ, w ktorej
- powolujac si¢ na do$wiadczenia przesziosci, gdy czesto twierdzono, iz absolutna
Scisto$¢ zostata osiagnigta, co péZniej okazywalo si¢ jedynie zyczeniem - pytat, czy to
marzenie jest obecnie (w roku 1900) blizsze realizacji, niz byto dotychczas. Jego
odpowiedZ brzmiafa: tak. Sen o §cisto$ci i pewnosci, jeSli nawet nie zostal jeszcze
do korica zrealizowany, to na pewno niedtugo si¢ spetni. Méwit:

Dzi§ w analizie, jesli chcemy zadbaé o $cislosé, mamy do czynienia tylko z sylogizmem

lub odwolaniem do intuicji czystej liczby, jedynej intuicji, ktéra nie moze nas zawie§¢. Moina

powiedzieé dzif, ze absolutna $cisto§¢ zostata osiagnigta.’

Kline twierdzi, ze wlasnie Hilbert byt jedynym czlowiekiem obecnym na wspom-
nianym Kongresie, przeczuwajacym nadchodzaca burz¢ kryzysu, kt6ra ,,matematycy
obecni tam mogliby dostrzec, gdyby wyjrzeli przez okno; ale byli oni zbyt zajeci
wznoszeniem wzajemnych toastéw na swoja cze$¢”.* Skad wziglo si¢ to przekonanie
Kline’a? W XIX wieku wykazano, ze niesprzeczno$¢ geometrii nieeuklidesowej opiera
si¢ na niesprzeczno$ci geometrii euklidesowej. PoSrednictwo geometrii analitycznej

3 M. K 1i n e, Mathematics. The Loss of Certainty, Oxford, New York: Oxford University Press 1980,
s. 172 n.

* Tamze s. 195.

SCytatza M. Kline, jw.s. 195.

SM.Kline,jw.s. 195.
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za$, jak wykazal Hilbert, sprawia, Ze niesprzeczno$§¢ geometrii euklidesowej
sprowadza sie do niesprzecznosci arytmetyki liczb rzeczywistych. Stad drugi problem
z jego listy dotyczyt wiasnie wykazania niesprzecznosci tej ostatniej. ByC moze,
w trakcie trwania Kongresu mato kto zauwazyt doniosto$¢ tego zagadnienia - w koficu
liczbami operowano od tysiecy lat i dowiedziono wielu twierdzeri na ich temat.
Czy zatem problem postawiony przez Hilberta nie byt problemem sztucznym? Bardzo
bliska przyszto§¢ miata wykaza¢, ze tak nie bylo. Wlasnie ten problem znalazi sie
wsréd centralnych pytan, na ktérych rozbila si¢ pewno$€ siebie matematykoéw z prze-
lomu stuleci.

Pozostaje, oczywi§cie, pytaniem otwartym, na ile Hilbert przeczuwat nadcho-
dzacy kryzys. Nie mamy tu miejsca na szczeg6lowe badanie tej historycznej kwestii.
Sadze jednak, ze nie nalezy przecenia¢ faktu umieszczenia na liScie probleméw
zagadnienia spdjnoéci arytmetyki. Owszem, w roku 1900 Hilbert wiedzial juz o pier-
wszej antynomii teorii mnogosci - Cantor zawiadomut go o niej w liScie z roku 1896,
za$ nastepny rok przyni6st jej publikacje przez Burali-Fortiego. Z drugiej jednak
strony, jak wiemy, Hilbert pozostal entuzjasta teorii mnogo$ci oraz nalezat do tych
matematyk6w, ktérzy pigkno i rozwdj swej dziedziny widzieli w Scistym jej powiaza-
niu z ruchem aksjomatycznym. Sadz¢, ze sformulowanie przez Hilberta problemu
niesprzeczno$ci arytmetyki wiazalto si¢ raczej z jego zafascynowaniem aksjomatyka.
Poniewaz za§, z punktu widzenia aksjomatyki, wykazanie spéjnosci jest czyms$
podstawowym, sadze¢, ze motywacji Hilberta nalezy szukal raczej we wzgledach
natury metodologiczne;j.

Cokolwiek powiedzieliby§my na temat stanowiska Hilberta, nie ulega
watpliwosci, ze og6t matematykOw nie przeczuwat nadciagajacego kryzysu. Dopiero
pojawienie si¢ paradoksow teorii mnogos$ci sprawilo, ze wéréd ogélnego zaskoczenia
u$wiadomiono sobie, iz podobne paradoksy moga wystapi¢ réwniez w innych
obszarach klasycznej matematyki. Fascynacja ruchem aksjomatycznym musiata
doprowadzi¢ do wyraZnego postawienia pytania o niesprzeczno$¢. Coraz szersze
postugiwanie si¢ zbiorami nieskoficzonymi przy konstrukcji poje¢ matematycznych
sprowokowalo postawienie na nowo dawno znanego problemu, kt6ry niepokoil juz
filozof6w greckich, a mianowicie pytania o dopuszczalno$¢ pojecia nieskoriczonosci
aktualnej. Podana przez Zermelo aksjomatyka majaca uratowaé teori¢ mnogosci,
w jednym z aksjomatéw stwierdzata explicire istnienie zbioru nieskoriczonego.
Ta sama aksjomatyka przyniosta kolejny aksjomat - pewnik wyboru - ktéry z kolei
wywolal seri¢ pytari o sposéb istnienia obiektéw matematycznych.

Dwa ostamie z wymienionych problem6éw posiadaly swoja bogata histori¢
filozoficzna na dlugo przed tym, jak zostaly przypomniane przez pierwsze
dziesi¢ciolecia naszego wieku. Co wiecej, historia ta nie przyniosta Zadnych
definitywnych rozwiazaf, a wrecz przeciwnie, zrodzily si¢ w niej rézne szkoly,
w rézny spos6b udzielajace odpowiedzi na przedstawione problemy. Nic przeto
dziwnego, ze postawienie na nowo tych pytafi doprowadzito do powstania réznych
szkét w filozofii matematyki. Oczywiscie, jak to zwykle bywa w takich wypadkach,
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poniewaz nic nowego w nauce nie powstaje w prézni - okazalo si¢, Ze pewne mysli
podjete przez te szkoty byly obecne w spos6b bardziej lub mniej wyrazny w pogla-
dach matematyk6w poprzednich stuleci.

Oprécz wymienionych powyzej trzech probleméw filozofowie-matematycy
podjeli caly szereg innych z nimi zwiazanych, od zagadniefi metodologicznych
poprzez epistemologiczne do ontologicznych. W obecnym artykule zajmiemy sie
jednym tylko problemem, mianowicie pytaniem 0 sama natur¢ matematyki i sposéb
jej tworzenia. Pozostawiamy problem istnienia obiektéw matematycznych - zagadnie-
nie niezmiernie ciekawe, ale przekraczajace ramy niniejszej pracy.’ Jesli chodzi
o zagadnienie nieskoriczono$ci, przedstawimy je tu w takim wymiarze, w jakim
zajmowaly sie¢ nim kierunki, ktére bedziemy omawiaé.

W niniejszym artykule zamie§cimy zatem krétkie charakterystyki dwdéch
zasadniczych kierunk6w filozoficznych, ktére uksztaltowaly si¢ na poczatku naszego
stulecia (z uwzglednieniem matematykéw z niezbyt daleko siggajacej przesziosci,
ktérzy wywarli swéj wptyw na powstanie tych kierunkéw), a mianowicie: logicyzmu
i formalizmu.

Z racji historycznego pierwszefistwa zajmijmy si¢ najpierw oméwieniem
logicyzmu.

I1I. LOGICYZM

Gi6wna idee¢ kierunku nazwanego logicyzmem oddaje pierwsze zdanie Principles
of Mathematics B. Russella:

Czysta matematyka jest klasa wszystkich zdan postaci ,,p implikuje q”, gdzie p i q sa zdaniami
zawierajacymi jedna lub wiecej zmiennych, tych samych w obu zdaniach i ani p, ani q nie zawieraja
zadnych statych poza stalymi logicznymi.®

Innymi stowy: ,,Cala matematyka wynika z logiki symbolicznej”.’

Logicyzm zatem twierdzi, ze cala tak zwana czysta matematyka sprowadza si¢
do logiki symbolicznej, nie operuje zadnymi pojeciami, kt6rych nie daloby si¢
zdefiniowa¢ w kategoriach poje¢ logiki.

Powstanie omawianego kierunku w filozofii matematyki nalezy wiaza¢ bezpo-
$§rednio z powstaniem i rozwojem logiki symbolicznej (w polskiej terminologii uzywa
sie cze$ciej terminu ,Jogika formalna™). Nie wdajac si¢ w omawianie bogatej historii
tej dziedziny, powiedzmy tylko tyle, ze jej poczatkéw dopatrywac si¢ mozna w marze-
niach Descartesa, ktéry - zafascynowany metodami algebraicznymi - myslat o stwo-

7 Dobrym opracowaniem na ten temat jest P. M a d d y, Realism in Mathematics, Oxford: Clarendon
Press 1990.

*B.R us sell, Principles of Mathematics, London: Norton & Company, 1903 s. 3.

’ Tamze s. 9.
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rzeniu og6lnej abstrakcyjnej nauki, ktéra dawalaby jezyk i mozliwosci rachunkowe
dla pozostatych dziedzin matematyki. Zasadnicza role nalezy jednak przypisa¢ G.W.
Leibnizowi, kt6ry - inspirowany pewnymi ideami §redniowiecznego teologa Rajmunda
Lulla (1235-1315) - pr6bowat stworzy¢ uniwersalng logike symboliczna. Bytaby ona
pewna ,synteza algebraiczno-logiczna™.'® ,De Arte Combinatoria” (1666) byto
dzietem, ktére wyrazalo te idee. Co wiecej, Leibniz prowadzit badania zwiazane
z tym, co péZniej zostalo nazwane ,,algebra logiki” (stosuje si¢ tez nazwe ,logika
kombinatoryczna™), wprowadzajac w sposéb bardziej lub mniej bezpoSredni operacje
dodawania i mnozenia klas, pojecia identycznos$ci i negacji. Niemniej, Leibniz nie
osiagnat w swych badaniach petnego sukcesu. Jego idee z dziedziny logiki nie wzbu-
dzily wiekszego zainteresowania u wsp6tczesnych.'

Za whasciwych tworc6w logiki symbolicznej uwaza si¢ dzi§ A. de Morgana,
G. Boole’a, C. Peirce’a i G. Fregego. Ich prace i znaczenie w dziedzinie logiki
formalnej sa og6lnie znane. Obok tych postaci wymieni€ nalezy matematykow takich,
jak E. Schroder czy L. Lowenheim, ktérzy w sposéb szczegblny przyczynili si¢ do po-
wstania algebry relacji, co mialo niezwykle istotne znaczenie dla ksztaltowania sig
system6éw formalnych. Pierwszym jednak, kt6ry odegral istotng role¢ w powstaniu
logicyzmu, byt Gottlob Frege (1848-1925), profesor z Jeny. Wérdd jego najwazniej-
szych - z obecnego punktu widzenia - prac, wymieni¢ nalezy Begriffschrift (1879),
Die Grundlagen der Arithmetik (1884) oraz Grundgesetze der Arithmetik (tom I 1893,
tom II 1903). W pierwszym z wymienionych dziet Frege wprowadzit aksjomatyczne
podstawy logiki, po czym, wierzac, ze prawa matematyki maja charakter analityczny,
w drugim z nich przystapil do budowy matematyki jako rozszerzenia logiki, wyrazajac
pojecia arytmetyki w terminach poje¢ logicznych. Droga do sprowadzenia matematyki
do logiki wydaje si¢ oczywista: je§li udatoby si¢ zdefiniowaé liczby i rzadzace nimi
prawa w kategoriach poje€ logicznych, to stad mozna by wyprowadzi¢ algebre, analize
a nawet geometri¢ za poSrednictwem geometrii analitycznej.'? Nalezy jednak
podkresli¢, ze poniewaz w zastosowanej przez siebie notacji Frege odszedt w sposdb
zdecydowany od tego, do czego przywyk! §wiat matematyczny, wptyw jego idei byt
bardzo niewielki. Wlasciwie dopiero poprzez odtworzenie pewnych jego mysli
W Principia Mathematica B. Russella i A. N. Whiteheada, poglady te staly sie
bardziej znane (Russell podkre§lal, ze odtworzyt wicksza cze$é tych pogladéw, zanim
jeszcze poznat je w sposéb bezposredni). Omawiajac osiagniecia Fregego przypomina
si¢ przewaznie swoisty dramat, kt6ry przezyt ten matematyk. Ot6z, gdy drugi tom jego
fundamentalnego dziela Grundgesetze der Arithmetik byt w druku, otrzymat on list
od Russella, ktéry zawiadamial go o odkrytej przez siebie antynomii i wskazywat

'*M. K 1i n e, Mathematical Thought from Ancient to Modern Times, New York: Oxford University
Press 1972, s. 1187.

"' Tamze s. 1188.
** Bardziej szczegSlowe oméwienie myéli Fregego mozna znalezé w E. W. B ¢ t h, The Foundations
of Mathematics, Amsterdam: North-Holland Publishing Company 1968, s. 353-362.
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na fakt, ze w pierwszym tomie znajduje si¢ pojecie zbioru zbior6w prowadzace
do niej. C6z miat zrobi¢ Frege? Zamie§cit w dodatku do §wiezo wydanego drugiego
tomu swojej pracy list Russella z dopiskiem, ze w ten spos6b fundamenty calej
przedstawianej przez niego teorii zostaly wstrza$niete. Poruszony do glebi chciat
nawet zrezygnowa¢ z uprawiania matematyki.

W ten spos6b wspomniany wcze$niej kryzys, ujawniony w paradoksach teorii
mnogos$ci, wkroczyt na teren filozofii matematyki. Nie oznaczat on jednak kleski
§wiezo stworzonego kierunku, jakim byl logicyzm. Wéwczas tez Russell spotkat
na II Miedzynarodowym Kongresie Matematykéw Peano. Jak powiedzial potem
w swojej Autobiografii (1951), moment ten stat si¢ punktem zwrotnym w jego zyciu,
poniewaz pozwolil mu pozna¢ idee i techniki potrzebne do rozwoju tych idei. W roku
1903 pojawity sie jego Principles of Mathematics, za§ wkrétce my§li przedstawione
w tej ksigzce znalazly swéj formalny ksztalt w tworzonych wspélnie z Alfredem
N. Whiteheadem trzytomowych Principia Mathematica (1910-1913). Pierwsze z dziet
zapowiadalo program: ,matematyka jest logika symboliczng”, za§ w drugim znalazta
si¢ préba realizacji tego programu.

Russell znal, oczywiScie, teorig¢ liczb rzeczywistych, zarOwno stworzong
przez Dedekinda, jak i aksjomatyke arytmetyki liczb rzeczywistych podana przez Hil-
berta. Stwierdzat jednak, ze postulowanie istnienia zagdanych obiektéw jest zabiegiem
bardzo wygodnym, ale nie do korica uczciwym'® - uwaga ta odnosita si¢ do Dedekin-
da. Z drugiej strony, przedstawienie kilku czy kilkunastu aksjomatéw, na ktérych
mozna oprze¢ dang teori¢ wcale nie zapewnia jej niesprzeczno$ci. Stad tez nalezy
teori¢ liczb rzeczywistych, w konsekwencji cala matematyke, oprze¢ na pewniejszych
podstawach. Takich podstaw dostarczata, zdaniem Russella, logika.

Powyzsze stwierdzenie wynikalo z innego przekonania Russella. Na poczatku
swojej drogi matematycznej wierzy! on, podobnie jak Frege, ze logika jest zbiorem
prawd, ktérych nie mozna poddawaé w watpliwos¢, a zatem sprowadzenie matematyki
do logiki zapewni niesprzeczno§¢ poszczegblnych teorii sktadajacych si¢ na pierwsza
z nich. Wiara ta opierala si¢ na jego dlugotrwalym przekonaniu, ktére znalazio swéj
jasny wyraz w ksiazce The Problems of Philosophy (1912), ze zasady logiki oraz
obiekty, ktérymi zajmuje si¢ matematyka, istnieja niezaleznie od tego, czy sa pozna-
wane przez ludzki umysl, czy nie. Poznawanie ich przez czlowicka ma zatem
charakter postrzegania ich przez umyst i wiedza zdobyta w ten sposéb ma z koniecz-
nosci charakter obiektywny i niezmienny. Co wigcej, we wczesnym okresie swojego
rozwoju, Russell byl gieboko przekonany, ze matematyka opisuje wiemnie $wiat
fizyczny. Powstanie geometrii nieeuklidesowych zmusito go do tego, ze juz w Prin-
ciples wyraZnie rozgraniczyl pomigdzy zdaniami czystej matematyki, a zdaniami
empirycznymi, opartymi na eksperymencie. Podej§cie drugiego z autoréw Principia
Mathematica byto nieco inne. Whitehead w roku 1907 zauwazat, ze nie moze istnie¢

B'M. K 1ine, Mathematics, s. 218.
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zaden formalny dowdd sp6jnosci zalozen logicznych samych w sobie, dystansujac si¢
niejako od logicznej wiary swojego ucznia i wsp6tpracownika.

Stre§¢my obecnie pokrotce zasadnicze idee Russella i Whiteheada, przedstawione
w Principia Mathematica. W dziele tym logika jest rozwijana w sposéb aksjomaty-
czny, po czym prébuje si¢ z tak skonstruowanej teorii wyprowadzi¢ matematyke,
poprzez zdefiniowanie jej poje€, nie dotaczajac zadnych aksjomatéw matematycznych.
Pojeciami pierwotmymi systemu sa pojecia takie, jak zdanie elementarne, funkcja
zdaniowa, prawda zdania elementarnego, negacja i dysjunkcja zdan i inne. Na bazie
tych poje¢ mozna zdefiniowa¢ inne, na przykiad bardzo wazne pojecie implikacji
dwoéch zdari, okre§lane w powszechnie znany spos6b. Autorzy Principia dodaja
do listy wprowadzonych przez siebie poje¢ pierwotnych komentarz na temat ich
rozumienia, ale, oczywiscie, nie ma to znaczenia ze wzgledu na konstrukcje systemu,
bowiem zgodnie z metoda aksjomatyczna, wszystkie wlasnosci poje€ pierwotnych,
bedace przedmiotem teorii, musza wynika¢ z aksjomatéw. Pierwszym etapem
konstrukcji jest stworzenie aksjomatycznego rachunku zdafi, drugim za$ - rachunku
predykatéw. Zasadniczym momentem, z punktu widzenia filozofii, stalo si¢ stowarzy-
szenie pojecia funkcji zdaniowej z pojeciem wiasno$ci oraz, dalej, z pojeciem zbioru
elementéw posiadajacych t¢ wlasno§€. Takie podejécie umozliwito dowolne
operowanie klasami nieskoficzonymi, poniewaz be¢dac podejSciem intensjonalnym,
nie wymagato wyszczeg6lniania elementéw klasy, co ma miejsce w podej§ciu eksten-
sjonalnym i co nie jest mozliwe do zrealizowania w przypadku klas nieskoriczonych,
Nie bylo to podejScie nowe, stosowano je od samego poczatku istnienia teorii
mnogosci 1 ono wla$nie doprowadzito do powstania szeregu paradokséw, migdzy
innymi paradoksu sformulowanego przez Russella w 1902 r. By tego uniknaé,
nalezato dokona¢ rozr6znienia pomig¢dzy poziomami obiektéw - kazdy zbiér zdefinio-
wany poprzez wlasnoS¢ obiektow, nalezacych do danego poziomu, powinien sam
znaleZ€ si¢ na wyzszym poziomie, by w ten sposéb unikna¢ prowadzacego do pa-
radoksu pytania, czy zbiorowi temu przystuguje definiujaca go wtasno§é czy nie.
W ten sposob powstala teoria typ6w, wla§ciwa systemowi Russella i Whiteheada.

Kolejnym krokiem stalo si¢ zdefiniowanie pojecia liczby - poprzez okre§lenie
relacji réwnoliczno$ci zbioréw (przy czym liczby catkowite byty rozumiane w zwia-
zku z tym jako klasy klas obiekt6w). Uzyskanie za$ pojecia liczby naturalnej otwierato
droge do odtworzenia arytmetyki liczb rzeczywistych, w konsekwencji r6wniez
geometrii, droge, ktéra przebylo juz poprzednie pokolenie matematyk6w.

Wiadomo, jakie trudnosci napotkalo podejscie Russella i Whiteheada. Pierwsza
z nich stato si¢ wprowadzenie aksjomatu redukowalnosci.” Byt on potrzebny po to,
by upro$ci¢ rozwazania dotyczace identyczno$ci element6w, by unikna¢ dziwnych

" Tamze.
A.N. Whitehead, B. Russell, Principia Mathematica, Cambridge: Cambridge
University Press 1910-1913, t. 1 s. 55-60, 160-167.
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wnioskOw w postaci ,.kres gérny zbioru liczb rzeczywistych nie jest liczba rzeczywi-

st3” - og6lnie mOéwiac po to, by otworzy¢ droge ,,w d6t” hierarchii typéw. Russell
stwierdzat:

Aksjomat redukowalnosci jest wprowadzony po to, by usprawiedliwi€ wielka liczb¢ rozumowan, w
ktérych mamy do czynienia z pojeciami takimi, jak ,wszystkie wlasnofci a” lub ,wszystkie
a-funkcje”, w kiérych trudno dopatrywaé si¢ jakiego$ istotnego bledu.'®

A zatem, obok racji wspomnianej powyzej, aksjomat ten mial usprawiedliwié
postugiwanie si¢ w bardzo szeroki sposéb pojeciem ,,wszystkie”.

OczywiScie, podejScie aksjomatyczne polega na swobodzie wyboru przyj-
mowanych aksjomatéw, swobodzie ograniczonej jedynie postulatem niesprzecznosci,
a zatem z tego punktu widzenia posuni¢cie autoréw Principia bylo w petni uzasadnio-
ne. Z drugiej jednak strony, posuni¢cie to wywotato gwaltowna opozycje, poniewaz
wielu matematykom wydawalo si¢ ono zbyt arbitralne. Niekt6rzy nazywali go ofiara
zlozona z intelektu, inni  jak Ramsey, zreszta sympatyk logicyzmu - stwierdzali,
ze cokolwiek nie da sie udowodni¢ bez uzycia tego aksjomatu, nie powinno by¢
w og6le uwazane za udowodnione."”

Krytyka aksjomatu redukowalnosci jest poniekad zrozumiata. Nie chce tu powo-
tywaé sie na ,;samooczywisto§¢” pozostatych aksjomatéw, poniewaz, jak wiadomo,
»samooczywisto$§¢” jest pojeciem wysoce nieoczywistym. Niemniej, przypomina si¢
tu sytuacja z historii geometrii euklidesowej, gdy to odrézniajaca si¢ wyraZnie
od innych posta¢ piatego postulatu budzita podejrzenia, ze i jego status jest inny,
mianowicie, ze moze on zosta¢ udowodniony na podstawie pozostatych. Sadzg, ze po-
dobnie bylo w przypadku aksjomatu redukowalno$ci. Owszem, mamy tu do czynienia
z czym§ wiecej, niz tylko z r6znica ksztaltu w zapisie. Oto, podczas gdy pozostate
aksjomaty w zasadzie wyrazaja jedynie wlasnosci stalych logicznych oraz opisujq
relacje wynikania, aksjomat redukowalno$ci stwierdza istnienie wlasnoSci obiektéw
pierwszego poziomu, odpowiadajacej danej wlasnosci obiektéw z innego poziomu.
Mozna zatem powiedzie, ze na tle pozostatych, aksjomat redukowalnosci przedstawia
si¢ jako swego rodzaju stwierdzenie natury ontologicznej, badZ przynajmniej
stwierdzenie na temat jezyka uzywanego w systemie.’®

Autorzy Principia bronili wprowadzenia aksjomatu redukowalno$ci w sposéb
opisany powyzej. Mozna jednak przypuszczaé, ze od samego poczatku nie byli zbyt
zadowoleni z tego faktu; jawil im si¢ on jako pewne ustgpstwo wobec pragmatyzmu.
Mozna przytoczy¢ tu pewien fragment ich wypowiedzi:

' Tamze s. 56.
'”M. K 1i n e, Mathematics, s. 223-224.
' Szczegblowe oméwienie aksjomatu redukowalnoéci z punktu widzenia logiki znaleZé mozna

w M. B lack, A History of Mathematics, New York-London-Sydney: John Wiley & Sons, Inc. 1968,
8. 112-118.
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W przypadku aksjomatu redukowalnosci, intuicyjna oczywisto$¢ na jego korzys¢ jest bardzo mocna,

poniewaz rozumowania, kiére on umozliwia oraz rezultaty, do ktérych prowadzi, jawia si¢ jako

prawdziwe. Ale choé wydaje si¢ bardzo nieprawdopodobnym, by ten aksjomat mial si¢ okazal
falszywym, nie jest w zadnym wypadku nieprawdopodobnym, by nie mial on zosta¢ oparty na bar-
dziej oczywistych 1 podstawowych aksjomatach.'?

W péZniejszym czasie Russell sam stal si¢ nieco ostrozniejszy w stosunku
do tego aksjomatu, stwierdzajac w Introduction to Mathematical Philosophy (1919),
ze z logicznego punktu widzenia nie dostrzega on zadnego przymusu wiary w logicz-
na konieczno§¢ tego aksjomatu i w zwiazku z tym jego umieszczenie w ramach
systemu stanowi wyrazny defekt, nawet je§li ten aksjomat jest empirycznie
prawdziwy.?

W drugim wydaniu Principia Mathematica z roku 1926 Russell prébowat prze-
formutowaé ten aksjomat, ale ostatecznie i on, i Whitehead uznali, ze wprowadzenie
tego aksjomatu ma znaczenie czysto pragmatyczne, prowadzi on bowiem do pozada-
nych rezultatéw. Pomimo to jednak nie jest on aksjomatem tego rodzaju, z ktérego
byliby zadowoleni.

Nastepna seri¢ probleméw wywolaly dwa inne aksjomaty wprowadzone
przez Russella i Whiteheada do ich systemu: aksjomat nieskoriczono$ci oraz aksjomat
wyboru. Je§li chodzi o drugi z nich, to trudnos§ci zwiazane z nim pojawily si¢ juz
przy pierwszym sformulowaniu tego aksjomatu przez Zermelo. Co do aksjomatu
nieskoriczonos$ci,”’ stwierdzajacego istnienie nieskoriczenie wielu funkcji zdaniowych
- byt on konieczny dla zdefiniowania liczb naturalnych. Sami autorzy Principia wahali
si¢ co do tego, czy mozna ten aksjomat traktowa¢ jako aksjomat logiczny. W ostatecz-
no§ci bowiem mozna powiazaé go z pytaniem o to, czy wszech§wiat skiada si¢
ze skoriczonej czy z nieskoriczonej liczby czastek elementarnych, rozstrzygni¢cie tego
za$ pytania nie nalezy do logiki, ani nawet do matematyki, ale do nauk fizycznych.?
Niemniej postugiwanie si¢ zbiorami nieskoriczonymi wymaga wprowadzenia tego
aksjomatu. Drugi typ obiekc;ji, jakie wywolywat aksjomat nieskoficzonosci stanowity
wszystkie zarzuty przeciwnikOw pojecia nieskoriczonosci aktualnej - i kilka lat p6Zniej
zdecydowany atak na pozycje logicyzmu w tym punkcie przypusci¢é mieli
intuicjonisci.

Tak wigc préba oparcia matematyki na ,,pewnym fundamencie logiki” okazala
si¢ cokolwiek nieudana - fundament w postaci przedstawionej przez jego twércé6w sam
potrzebowal podparcia. Russell z czasem zmienit swdj stosunek do idei przedstawionej
w Principia. Nie rezygnujac z programu logicyzmu stwierdzit w drugim wydaniu

19 Cytat za M. K 1i n e, Mathematics, s. 224.

M. K 1i n e, Mathematics, s. 224.

#AN.Whitehead, B.Russell, jw. t 2s. 183

2 M. K 1i n e, Mathematics, s. 225.

® Program intuicjonizmu zostal przedstawiony w roku 1907 przez Brouwera, ale w latach 1910-1913
nie byl on jeszcze bardzo popularny.
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Principles z roku 1937, ze rozstrzygnigcie problemu prawdziwo$ci aksjomatu
nieskoriczonosci i wyboru moze dokona¢ sie jedynie na terenie nauk empirycznych.
Jednak nawet to wyznanie nie uciszylo opozycji. Hermann Weyl w Philosophy of
Mathematics and Natural Science (1949) stwierdzit, ze logicyzm potrzebuje oparcia
si¢ na wierze w pewien ,logiczny raj”, wszech§wiat wyposazony w pewna strukture
- innymi stowy, ze jest to wizja typu platoriskiego - co wymaga wiary nie mniejszej
niz wiara Kosciota pierwszych wiekéw lub filozoféw scholastycznych §redniowiecza.

Krytyka innego nieco rodzaju rodzila sie ze spostrzezenia, Ze jezeli logicyzm ma
stuszno$¢ i.cala matematyke uda sie zredukowaé do logiki, to w ten spos6b trzeba by
bylo uzna¢, ze matematyka jest nauka czysto formalna, ktérej twierdzenia wynikaja
wylacznie z praw mysli. Jak jednak na bazie takiego podej§cia moina wyttumaczy¢
fakt, ze jezyk matematyki nadaje si¢ do opisu rzeczywistosci fizycznej, przynoszac tak
wspaniale rezultaty na terenie nauk fizycznych i - w konsekwencji - w technice?

Kolejna trudno$¢ tkwi w statusie praw logiki. Jak zostato wspomniane powyzej,
w punkcie wyj§cia Russell byl przekonany o prawdziwosci tych praw. Jesli jednak
prawdziwo$¢ ta zostalaby podwazona, cala procedura wykazania niesprzeczno$ci
matematyki sugerowana przez logicyzm okazataby si¢ bezowocna. Pierwszym aksjo-
matem budzacym watpliwosci tego typu byl wiasnie aksjomat redukowalnosci. Fakt,
ze wnioski wyprowadzone z niego przez autoréw Principia Mathematicae nie wygla-
daly na nieprawdziwe, nie dawal pewno$ci, ze sam aksjomat jest prawdziwy -
wystarczy tu powolaé si¢ na znane wlasnosci implikacji materialne;.

Powyzej wspomniane trudno$ci nie oznaczaja wcale, ze program logicyzmu ulegt
zalamaniu. W pewien sposéb usitowali go kontynuowal matematycy tej miary,
co A. Church czy W. v. O. Quine, cho¢ krytykowali oni jego pierwotna postac.
W tym miejscu pragne zauwazy€, ze wymienieni matematycy s przedstawicielami
realizmu matematycznego, jeS§li wspomnie¢ jeden z kierunk6w zaangazowanych
w problem istnienia obiektéw matematycznych. Nie wydaje mi si¢ to czym§
przypadkowym. Jak zauwazyl Weyl w uwadze, kt6ra wspomnieliSmy powyzej, logi-
cyzm jest bliski pewnemu platonizmowi. Sadz¢, ze z dwdch kierunk6w, ktére oma-
wiam w tym artykule, wla$nie logicyzm jest najwdzi¢czniejszym polem dia pogladéw
realistycznych. Oczywiscie, dotyczy to jedynie pewnej postaci realizmu - realizmu
uznajacego istnienie matematycznej struktury wszech§wiata oraz przyjmujacego,
ze ta wlasnie struktura jest najglebsza warstwa ontologiczng uniwersum bytowego.
Zauwazmy dalej, ze z tego punktu widzenia zarzut skierowany w strong logicyzmu,
zarzut oparty na pytaniu o ,przystawalno$§¢” matematyki do §wiata fizycznego
znajduje stosunkowo latwa odpowiedZ: rzeczywisto$C jest ,modelowana” na tych sa-
mych relacjach, ktére stanowia podstawowa warstwe logiki.

Niemniej, charakterystycznym wydaje si¢ znane wyznanie Russella z jego
Portraits from Memory (1958), w ktérym opisuje on swoje rozpaczliwe poszukiwanie
fundament6w pewno$ci oraz bolesne do§wiadczenie osuwania sie kolejnych,
potozonych przezed warstw tego fundamentu. Na tym zakorficzmy rozwazanie
podstawowych idei i osiagnie¢ logicyzmu.
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IV. FORMALIZM

Program formalizmu zrodzit si¢ w lonie nurtu aksjomatycznego. Jak juz
niejednokrotnie stwierdzali§my, podstawowym problemem tego ruchu, po stworzeniu
kolejnego systemu aksjomatycznego, bylo wykazanie jego niesprzecznosci. Tradycyjna
metoda realizacji tego zadania polegala na wskazaniu modelu rozpatrywanego syste-
mu. Metoda ta nie budzita zadnych zastrzezer. Postugujac si¢ nig Beltrami w roku
1868 dowi6dt sp6jnosci niektérych geometrii nieeuklidesowych, konstruujac dla nich
model euklidesowy. Tak wigc dowdd ten byl zrelatywizowany do sp6jnosci geometrii
euklidesowej. Sp6jno$¢ tej geometrii zostala wykazana w roku 1899 przez Hilberta,
ktéry skonstruowal dla niej model w ramach teorii liczb rzeczywistych. Tak wigc
pytanie o spojno$¢ przesunglo sie do tej teorii. Tu pojawilo si¢ jednak istotne
ograniczenie wspomnianej metody. Dla wykazania sp6jnosci teorii liczb rzeczywistych
modele skoriczone byty nieprzydatne, postugiwanie si¢ za$§ modelami nieskoriczonymi
bylo niebezpieczne, ze wzgledu na niedawno odkryte antynomie teorii mnogosci.
Potrzebna byta inna metoda. Metoda ta zostata zaproponowana przez Dawida Hilberta,
tworce formalizmu, w roku 1904 podczas IIT Migdzynarodowego Kongresu Matematy-
kéw. On sam jednak nie uczynil nic dla rozwini¢cia tej metody przez nastgpne
kilkana$cie lat i dopiero od roku 1917, pod wptywem narastajacego ruchu intuicjo-
nistycznego, po§wiecit si¢ catkowicie badaniom zwiazanym z dowodem niesprzecz-
nosci teorii aksjomatycznych oraz rozwijaniu filozofii formalizmu. Intuicjonizmu
nie omawiam w niniejszym artykule. Tu nalezy powiedzie¢ tylko tyle, ze wobec
niepowodzeni programu logicyzmu, ten kierunek - bedac okoto roku 1915 jedynym
proponujgcym jaki§ sposéb wyijfcia z sytuacji kryzysowej, w jakiej znalazia sie
matematyka  zdobywal coraz szersze uznanie. Jednak proponowane przezefi
rozwigzanie mozna by nazwa¢ pyrrusowym zwyciestwem S§cisto$ci: uzyskanie
pewnosci na terenie matematyki musialoby by¢é okupione odrzuceniem ogromnej
czgsci jej wynikéw. Nic dziwnego, Ze matematyk tej miary co Hilbert nie mégt
zgodzi€ si¢ na takie rozwiazanie. Méwit on, ze intuicjonizm usituje zatamaé i znie-
ksztalci¢ matematyke, pozbawiajac ja najbardziej podstawowych narzedzi pracy,
jak na przyklad zasady wylaczonego §rodka. Stwierdzat, ze do stworzenia podstaw
matematyki nie potrzebuje on ani Boga, jak Kronecker (jeden z prekursor6w intuicjo-
nizmu), ani pierwotnej intuicji Brouwera, ani aksjomat6éw redukowalno$ci, nieskoficzo-
nosci czy wyboru, z ktérych nie mogli zrezygnowaé Russell i Whitehead.”> Hilbert

“A.Fraenkel, Y.Bar-Hillel Foundations of Set Theory, Amsterdam: North-Halland
Publishing Company 1958, s. 266.
¥ M. K 11 n e, Mathematics, s. 246.
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postawil sobie cel: ,ustanowi¢ raz na zawsze pewno$¢ metod matematycznych”*
i realizacji tego celu poswiecil si¢ catkowicie.

Program Hilberta zakladal wykonanie dwéch krokéw. Pierwszym mialo by¢
sformalizowanie calej matematyki. To znaczy, kazda z jej dziedzin (faktycznie Hilbert
mysSlat gtéwnie o arytmetyce, analizie i teorii mnogo$ci) powinna by¢ przedstawiona
w postaci systemu formalnego, posiadajacego wlasne aksjomaty. Ten postulat
w konsekwencji przynosil zalozenie, ze w tak przedstawionych teoriach bierze sig
pod uwage jedynie rodzaj i porzadek symboli bez zwracania uwagi na ich znaczenie.
Do operowania takim systemem wystarczataby minimalna intuicja, pewna ,,intuicja
globalna”, pozwalajaca jedynie na stwierdzenie tozsamosci symboli, a méwiac $cislej
na stwierdzanie, czy dane symbole naleza do tego samego rodzaju. W oparciu o t¢
intuicj¢, stwierdzenie, czy dwa ciagi symboli sa identyczne czy nie, moze dokonywaé
si¢ w spos6b niemal mechaniczny - moze to by¢ zrealizowane przez odpowiednia
maszyn¢. Nalezy zauwazy€, ze ten postulat zakladal znacznie wigcej, niz bylo
realizowane przez metod¢ aksjomatyczna: o ile w tej metodzie mozna bylo spokojnie
oprze si¢ na logice, zakladajac pewne znaczenie symboli logicznych - program
formalizmu nawet te symbole pozbawial wszelkiego znaczenia. W ten sposéb,
na przyklad, wnioskowanie, ze z koniunkcji zdafi p i q wynika zdanie r, nie mogto
opiera¢ si¢ na rozumieniu spdjnika i, ale powinno by¢ uzasadniane na bazie
stosownych regut i aksjomatéw w sposéb prawie mechaniczny, to znaczy przez po-
réwnywanie odpowiednich ciagéw symboli.” Bylta to, zdaniem Hilberta, jedyna
droga do unikni¢cia niejednoznacznosci jezyka oraz nieu§wiadomionego postugiwania
si¢ intuicjami wigzanymi z pewnymi poj¢ciami.

Z cala pewno$cia mozna stwierdzi¢, ze program Hilberta w rozwazanym do-
tychczas aspekcie wiazat si¢ z nurtemn, ktéry akcentowal waino$¢ pojecia struktury.,
Z punktu widzenia forrnalizmu bowiem, jedynie struktura zdania, a nie jego tresc,
miala decydujace znaczenie w procesie dedukcji.??

Hilbert nie eliminowat z matematyki pojecia nieskoficzonosci; pewne symbole
moglyby reprezentowa¢ zbiory nieskoriczone, ale nadal zadne ich intuicyjne znaczenie
nie byto brane pod uwage. Symbole te zostaty wprowadzone do systemu jako tak zwa-
ne ,,symbole idealne”, ktérych rola zamykata si¢ w tym, ze potrzebne one byly do bu-
dowania matematyki, i to usprawiedliwialo ich uzycie. Z drugiej strony, Hilbert byt
przekonany, ze w rzeczywistym $wiecie istnieje tylko skoficzona liczba obiektéw,
tak wiec wprowadzenie element6w idealnych mialo znaczenie czysto pomocnicze.”
Pewna analogia moze poméc zrozumief rol¢ tych elementéw: trudno wigzac

% Cytat z On the Infinite D.Hilbe rta podaje za M. K 1i n e, Mathematics, s. 246.

A Fraenkel, Y.Bar-Hillel, jw.s. 267.

#M. Black, jw.s. 147,

® M. K 1i n e, Mathematics, 5. 247. Przypomnijmy, e idealnym jest symbol I taki, ze jego dodanie
do systemu formut S, z odpowiednia modyfikacja aksjomatéw, rozszerza ten system do nowego systemu
§’, kt6ry jest zgodny z S we wszystkich farmulach nie zawierajacych symbalu L.
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jakiekolwiek znaczenie z jednostka urojong i. Jednak operowanie nig jest konieczne,
na przyktad w twierdzeniu, ze kazdy wielomian n-tego stopnia ma dokladnie n
pierwiastk6w zespolonych. Tak wigc, brak intuicyjnego znaczenia nie jest
réwnoznaczny z faktem, ze danego symbolu nie mozna poprawnie i owocnie stosowac
w ramach teorii, postugujac si¢ nim w sposéb zupeknie formalny.

Zwiazkiemn wynikania zachodzacym pomigdzy formutami systemu miaty rzadzi¢
Scisle okre§lone reguty, ktére zostaty podane przez Hilberta. W oparciu 0 nie mozna
powiedzie¢, na czym polega dow6d danej formuly. Ot6z dowdd jest skoriczonym
ciagiem formul, z ktérych kazda jest badZ aksjomatem, badZ tez zostala otrzymana
z wczesniej wystepujacych w tym ciagu formut poprzez zastosowanie ktérej§ z regut
wynikania. Formula jest prawdziwa, jesli mozna poda¢ jej dowdd. Przy czym, kazdy,
kto potrafi rozr6zniaé symbole oraz stwierdzaé, czy zastosowanie danej reguty zostalo
dokonane w sposéb poprawny, jest w stanie orzec, czy dany ciag formut jest
dowodem jakiej§ formuly czy nie.

W ten sposéb, w programie Hilberta, matematyka zostata sprowadzona do zbioru
systeméw formalnych, z ktérych kazdy posiada wlasny jezyk, wlasna aksjomatyke,
wiasne reguly wynikania. Zadaniem matematyki miato by¢ rozwijanie tych systeméw.
Dodajmy: system6éw zlozonych z formul pozbawionych jakiegokolwiek znaczenia,
powiazanych ze soba jedynie ze wzgledu na swoja strukturg, strukture, ktéra rzadzily
prawa systemu.

Godny podkreSlenia jest pewien moment. Na pierwszy rzut oka wydaje sig,
ze tak ujeta matematyka nie moze by¢ naukg ,,0 czyms$”. Istotnie, trudno w grze
symboli pozbawionych znaczenia dopatrze¢ si¢ jakiegokolwiek stwierdzenia o czym-
kolwiek. Stalo si¢ to przedmiotem jednego z zarzutéw wysunietych przez krytyke
w kierunku programu Hilberta, Tak wiec, jakkolwiek rozumieliby$my realizm w mate-
matyce, z tego punktu widzenia trudno jest laczy¢ formalizm z tym kierunkiem
w filozofii matematyki. Z drugiej jednak strony wydaje mi sie, ze formalizm zawiera
pewien element platoriski. Mianowicie: prawdziwo$§¢ danej formuly lub jej
nieprawdziwos$¢ jest faktem, niezaleznym od tego, czy jesteSmy obecnie w stanie
podac jej dowdd, czy nie. W programie Hilberta system zostaje definitywnie okreS§lony
przez podanie jezyka, aksjomatéw oraz regul wynikania; kazda formula prawdziwa
jest niejako potencjalnie zawarta w systemie od momentu podania tworzacych go
podstaw. Wydaje mi sie, ze jest to element o bardzo wyraznym zabarwieniu
platoriskim. OczywiS§cie mozna to powiedzie¢ jedynie na bazie pewnej specyficznej
ontologii, takiej mianowicie, ktéra wyakcentowuje znaczenie struktury. Pozostawmy
te stwierdzenia bez dalszego komentarza - wymagatoby to wejScia w inna dziedzing
filozofii. Zakoriczmy jedynie t¢ dygresje stwierdzeniem, ze powyzsza cecha, czy raczej
nalezatoby powiedzie¢ ,marzenie formalistéw”, zostalo poddane w watpliwo$¢

3 M. K 1i n e, Mathematical Thought, s. 1205.
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przez ten sam fakt, kt6ry stat si¢ kamieniem, na ktérym potknatl sie caty kierunek
formalizmu - twierdzenia limitacyjne.

Tyle odnosnie pierwszego kroku zaplanowanego przez Hilberta, kroku polegaja-
cego na sformutowaniu matematyki w postaci systeméw formalnych. W tym momen-
cie pojawia si¢ konieczno§¢ wykonania drugiego kroku, bowiem podanie aksjomatéw,
sformalizowanie systernu nie zapewnia jeszcze jego niesprzecznofci. Hilbert wraz
ze swoimi uczniami, Wilhelmem Ackermanem, Paulem Bernaysem i Johnem von
Neumannem, wypracowat w latach dwudziestych naszego wieku to, co zostalo
nazwane jego teoria dowodu (Beweistheorie), kt6ra pokazywala, w jaki sposéb mozna
wykaza¢ niesprzeczno§¢ danego systemu formalnego.

Istota idei Hilberta polegala na spostrzezeniu: je$li udaloby si¢ wykaza¢, ze za-
stosowanie do jakiejkolwiek formuty regut wynikania przyjetych w systemie nie moze
prowadzi¢ do sprzecznosci, to automatycznie otrzymaliby$§my wniosek, ze zaden ciag
bedacy dowodem nie moze prowadzi¢ do sprzecznosci, a to wtasnie oznacza spéjnos¢
rozpatrywanej teorii. Rozumowania zmierzajace do wykazania tego faktu mialy
opiera¢ si¢ na specjalnym systemie logicznym, kt6ry nie powinien budzi¢ zadnych
watpliwos§ci. W rzeczywisto§ci owa metamatematyka byla bardzo bliska ideom
intuicjonizmu. A zatem nie bylo dopuszczone stosowanic zasady tertium non datur
w dowodach orzekajacych istnienie (dozwolone byty jedynie dowody konstruktywne);
wykluczone zostato postugiwanie si¢ indukcija pozaskoriczona czy pewnikiem wyboru.
Co wigcej, stosowane argumenty powinny mie¢ charakter finitystyczny. Podobnie
jednak, jak intuicjoni$ci, Hilbert nigdy nie okre§lit dokladnie, czym maja by¢
argumenty finitystyczne. W kazdym razie, nigdy nie wyglosil jednoznacznego
stwierdzenia na ten temat.

Jakie perspektywy otwieral program Hilberta? Z jednej strony program ten
charakteryzowat si¢ bardzo optymistycznym spojrzeniem na matematyke¢. Mozna tu
zacytowac zdanie Hilberta, wygloszone przez niego na Migdzynarodowym Kongresie
Matematyk6w w Bolonii w roku 1928:

Nie istnieja zadne granice matematycznego rozumienia. W matematyce nie ma zadnego Ignorabimus
- zawsze mozemy odpowiadaé na sensowne pytania. Nasz umyst nie posiada zadnej tajemniczej
sztuki, lecz postuguje si¢ okre§lonymi i stalymi zasadami, ktére s3 gwarancja obiektywnosci jego
rozstrzygnigé.!
Wedlug Hilberta, wszyscy matematycy podzielaja przekonanie, ze kazdy okreS§lony
problem matematyczny moze byé rozwigzany. Bylo to jednak stwierdzenie nie do kon-
ca zgodne z rzeczywisto§cia. Program Hilberta wywolat opozycje, za§ dokonane trzy
lata po wygloszeniu tego stwierdzenia odkrycia wykazaly ostatecznie, ze jest ono
w pewnym sensie jedynie marzeniem, kt6re nigdy nie moze by€ zrealizowane. Zanim
oméwimy powyzsze fakty, dodajmy, ze - obok swojego optymizmu - program Hilberta

3 Cytat za M. K 1i n e, Mathematical Thought, s. 1208. Zob. tez D. Hil b e r t, Grundlagen der
Geometrie, Leipzig: B. G. Teubner 1930, s. 313-323.
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niést w sobie wizje nieciekawej przyszto$ci matematyki, Gdyby bowiem ten program
udalo si¢ zrealizowa¢, aktywno$¢ matematyczna mogtaby zosta¢ catkowicie zauto-
matyzowana, poddana zasadom produkcji, co eliminowatoby skutecznie element
twérczosci i zwiazany z nim posmak przygody nieodiaczny od pracy matematyka.
Nowe twierdzenia moglyby by¢ produkowane przez odpowiednio zaprogramowane
maszyny, taka za$§ wizja nie moze sie zgodzi¢ z wielowiekowym widzeniem matema-
tyki, jako najwyzszego wysitku ludzkiego umystu, wzniostoécia i pigknem uog6lnieri
siegajacym niemal sfer mistyki. Do§wiadczenie ,,zrozumienia do kofica” wystepujace
w pracy matematyka, prowokujace przekonanie, Zze ma si¢ do czynienia z czyms,
co trudno zaliczy¢ do kategorii rzeczy uczynionych przez czlowieka (jezyk angielski
operuje przyjetym szeroko terminem: man-made) jest zupelnie niespdjne z taka wizja
zautomatyzowanej matematyki. Tym bardziej moze budzi€¢ zdziwienie fakt,
ze program formalizmu zostal stworzony przez matematyka tej miary, co Hilbert,
ktéremu z cala pewnoscia nie bylo obce wspomniane do§wiadczenie. Wydaje si¢
jednak, ze nalezaloby rozrézni¢ w pracy Hilberta dwa aspekty: typowa pracg
matematyka oraz prac¢ w dziedzinie podstaw. Jak wspomniane zostato wyzej, oba te
aspekty nie laczyly si¢ w jego aktywno$ci. Drugi z nich zostal podjety nie po to,
by zautomatyzowa¢ matematyke, ale wlasnie jako zlo konieczne, pewne zabezpiecze-
nie przedpola, by prawdziwa aktywno$§¢ matematyczna mogla by¢ spokojnie
prowadzona. We wspomnianym przeméwieniu podczas Kongresu Matematykéw
w roku 1928 Hilbert dodat zdanie, kt6re zdaje si¢ potwierdza€¢ powyzszy wniosek:
»Posiadajac te nowe podstawy matematyki, ktére mozna poprawnie nazwaé teoria
dowodu, sadze, ze jestermn w stanie skaza¢ na wygnanie wszystkie problemy dotyczace
podstaw” 2

Program Hilberta wywotal opozycje. Tworca intuicjonizmu, Brouwer, stwierdzat,
ze owszem, formalizm pozwoli unikna¢ sprzeczno$ci, ale na jego drodze nie mozna
otrzyma¢ nic, co posiadatoby jakakolwick matematyczna warto§€. Dodawat on:
»Na pytanie, gdzie mozna znaleZ¢ matematyczng Scisto$¢, dwie partie daja dwie rézne
odpowiedzi. Intuicjonista méwi, ze w intelekcie, formalista, Ze na papierze".”
Roéwniez Weyl atakowat program Hilberta, méwiac: ,,Matematyka Hilberta moze by¢
przyjemng gra formut, bardziej zdumiewajaca nawet niz szachy, ale co daje ona
poznaniu, skoro jej formuty nie maja zadnego materialnego znaczenia, przez co
nie moga wyraza¢ intuicyjnych prawd”.* Z drugiej strony Russell, jakby zapomina-
jac o swoich wczesniejszych uwagach na temat matematyki, wysuwat pod adresem
programu Hilberta rézne obiekcje. Po pierwsze, stwierdzat on, wskutek pozbawienia
formul matematycznych jakiejkolwiek materialnej zawarto$ci, mozna by bylto
przyréwnal prac¢ matematyka do pracy zegarmistrza, kt6ry tak bardzo oddat sig

2 Cytat za M. K 1i n e, Mathematics, s. 251.
¥ Cytat za M. K 1i n e, Mathematical Thought, s. 1208.
“Cytatza M. K1line, jw. 5. 1208.
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doskonaleniu zewnetrzego ksztattu produkowanych przez siebie zegark6w, ze zapom-
nial umieszcza¢ w nich mechanizmy.”® Po drugie, zastrzezenia Russella budzito
Hilbertowskie pojecie istnienia. Ot6z, wedtug Hilberta, nic mozna wysuwaé obiekcji
wobec stwierdzenia istnienia danego obiektu matematycznego, udowodnionego
na bazie przyjetych aksjomatéw i reguly wylaczonego $rodka. Russell uwazat takie
pojecie istnienia za metafizyczne. Poza tym, jak zauwazal angielski matematyk,
nie ma zadnych ograniczeri w konstruowaniu wielu réznych, wzajemnie sprzecznych
systemow aksjomatycznych. My tymczasem jeste§my zainteresowani w tych syste-
mach, ktére posiadaja jaki§ zwiazek z danymi empirycznymi.

Przed powyzszymi zastrzezeniami mozna by jednak broni¢ program Hilberta,
przywotujac na pamig¢ stwierdzenie podane powyzej. Formalizacja miata stanowié,
wedlug niego, jedynie narzgdzie do wykazania, ze aktywno$¢ matematyk6w posiada
sens, co nie bytoby prawda, gdyby miala ona prowadzi¢ w pewnym momencie do po-
jawienia si¢ sprzeczno$ci. Natomiast wlasciwa aktywno§¢ matematyczna powinna
postugiwac si¢ metoda stosowang w tej nauce od poczatku: stawianiem i rozwiazy-
waniem probleméw, nie za§ mechanicznym wypisywaniem formut.

Dlatego tez to nie wspomniana powyzej krytyka stanowita pow6d zatamania si¢
programu formalizmu. Mozna by nawet powiedzie€, ze wbrew powyzszym krytykom
program ten odnosit pewne sukcesy - udato sie udowodni€¢ niesprzeczno$¢ kilku teorii,
mi¢dzy innymi pewnej ograniczonej wersji arytmetyki. Co wigcej, w roku 1930 miody
matematyk wiedefiski, Kurt GoOdel, dowiédt zupeloSci rachunku predykatéw
pierwszego rzedu, zawierajacego zdania i funkcje zdaniowe.* I oto w roku 1931,
gdy - jak si¢ wydawalo - program Hilberta byl na najlepszej drodze do odniesienia
pelnego sukcesu i jedynie czas byt potrzebny do tego, by wypetni¢ pozostajace luki,
ten sam matematyk opublikowat swoja stynna prace Uber formal unentscheidbare
Sdtze der Principia Mathematica und verwandter Systeme I, w ktérej zawarl dwa
twierdzenia uderzajace w same podstawy tego programu: twierdzenie o niezupetnosci
systemOw dostatecznie bogatych, by zawierala si¢ w nich arytmetyka liczb
catkowitych oraz wynikajace z niego jako wniosek twierdzenie 0 niemoznosci
wykazania niesprzecznoéci takich systeméw. Niemozno$¢ ta zrelatywizowana jest
oczywiscie do zastosowanych §rodkéw logicznych, ale - jak si¢ okazalo - odnosi si¢
ona wlasnie do logiki przyjetej zar6wno przez intuicjonistéw, logicystéw, formalistéw,
jak i tej, ktéra zostata zaakceptowana w teorii mnogosci.

Twierdzenia Godla uderzaly bezpoSrednio w program Hilberta, pokazujac,
Ze zamierzenie tego programu jest z samej swojej natury niemozliwe do zrealizowania.
Jakby przez zlo§liwo$¢ losu, twierdzenia te zostaly opublikowane pomigdzy
pojawieniem sie pierwszego i drugiego tomu fundamentalnej pracy Hilberta i Bernaysa

3 Zob. M. K 1i n e, Mathematics, s. 251.
3 Obok niesprzecznosci, zupelnoéé systemu stanowila drugi cel programu Hilberta - udowodnienie
zupelnoéci danego systemu zapewnialo, ze kazda prawdziwa formula moze zosta¢ udowodniona.
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na temat podstaw matematyki. Dlatego w przedmowie do drugiego tomu jego autorzy
przyznawali, ze nalezy poszerzy¢ zakres metod rozumowania matematycznego.
Istotnie, zostato to dokonane, miedzy innymi, przez jednego z czlonk6w szkoty
Hilberta, Gerharda Gentzena, ktéry stosujac obok metod dopuszczonych przez
program mistrza metode indukcji pozaskoficzonej - wykazat niesprzeczno$¢ teorii liczb
i pewnej czesci analizy. Niemniej, cho¢ niektérzy formalisci zgodzili si¢, Zze metoda
indukcji pozaskoriczonej nie wykracza poza zakres dopuszczalnej logiki, jest oczy-
wiste, ze w ten sposdb pojawilo sie to samo niebezpieczeristwo, z ktérym spotkali si¢
Russell i Whitehead konieczno§¢ poszerzania ad hoc zasobu dopuszczalnych
§rodkéw (metod lub przyjetych aksjomatéw) w momencie, gdy dotychczas przyjete
okazuja si¢ niewystarczajace dla rozwiazania pojawiajacych si¢ problemoéw.

ZAKONCZENIE

Zauwazy(¢ nalezy, ze konsekwencje twierdzeri Godla dla matematyki okazaly si¢
znacznie powazniejsze, niz tylko wykazanie nierealizowalnosci programu formalizmu,
Pokazuja one bowiem, ze nie jeste§my w stanie, na bazie przyjetej logiki, wykazac
niesprzecznosci rozwijanej przez nas matematyki. Oznacza to, ze nie wiemy i zapewne
nie bedziemy wiedzie€ (ignorabimus?), czy w pewnym momencie, owocnie dotych-
czas rozwijana teoria, nic doprowadzi do pojawienia si¢ sprzecznoSci. Owszem, mozna
szuka€ podstaw ufnos$ci w zastosowaniach teorii, ale, jak wiadomo, nie jest to pewna
gwarancja niesprzecznosci. Stad, by spokojnie pracowa¢ na terenie matematyki, nalezy
zdecydowa¢ si¢ na pewnego rodzaju wiar¢, podobna do wiary religijnej, zapewniajaca,
ze uprawiana aktywno$¢ nie doprowadzi do pojawienia si¢ sprzecznosci i kontynu-
owaé prac¢ na waskim poletku wyspecjalizowanej dziedziny, bez zwracania uwagi
na podstawy. Czyz nie jest to zdumiewajacy zwrot historii, w ktérej pragnienie
Scistosci i ustalenia podstaw doprowadzito do glgbokiej niepewnosci wiasnie w tym
zakresie?

Z drugiej strony, twierdzenie o niezupelnosci podwazato podstawy panujacego
w praktyce matematycznej, a wyrazonego z gleboka pewnoscia przez Hilberta
przekonania, ze w zasadzie kazdy postawiony problem da si¢ rozwiazaé. I tu wyniki
Godla pokazaly, ze poprawniejsza postawa jest ta, ktéra wyraza stowo ignorabimus.
Wyniki te bowiem orzekaja, ze istnieja formuty, kt6rych prawdziwoéci ani nieprawdzi-
wosci nie da si¢ udowodni€ na bazie przyjetych §rodkéw logicznych. W zwiazku
z tym, nie ma zadnej gwarancji, ze wysitki zmierzajace do rozwiazania jakiegokolwiek
z postawionych w historii matematyki probleméw, ktére z biegiem czasu zyskiwaly
na stawie, chocby nawet nie posiadaly istotnego znaczenia z punktu widzenia rozwoju
teorii, zostang kiedykolwiek uwiericzone sukcesem.

Tak wigc, wraz z pojawieniem si¢ twierdzenia o niezupetnosci - a dotyczy to
szerszej klasy twierdzeri obejmowanych wsp6lng nazwa twierdzefi limitacyjnych -
nie tylko program Hilberta ulegt zatamaniu, lecz cala matematyka stan¢ta wobec
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kolejnego kryzysu. W odréznieniu jednak od poprzednich kryzyséw: kryzysu niewy-
miemosci, ktéry doprowadzit do ograniczenia greckiej matematyki do geometrii;
dziewigtnastowiecznego kryzysu podstaw, ktéry sprowokowat pojawienie si¢ wysitkow
zmierzajacych do ustalenia kryteriéw $cistosci na terenie matematyki; kryzysu podstaw
z przelomu wiekéw XIX i XX, ktéry doprowadzil do wyodrebnienia si¢ réznych
kierunkéw w filozofii matematyki, ten kryzys charakteryzuje si¢ tym, ze z gory
wiemy, iz drogi wyj$cia z niego nie znajdziemy na terenie matematyki w oparciu o jej
metody.

Sadzg, iz problematyka zarysowana w przedstawionych rozwazaniach moze mie¢
swoje znaczenie réwniez poza terenem czystej matematyki, tam wszedzie, gdzie mamy
do czynienia z jakakolwiek forma racjonalnego dyskursu. Poniewaz dyskurs taki
opiera si¢ na jakiej$ logice, musi w sobie ponie§¢ niebezpieczefistwa tkwiace w logice
samej. Stad, mozna by powiedzie¢ (cho¢ - oczywiScie - nalezy t¢ uwage rozumieé
bardzo szeroko), ze w naszych prébach racjonalizowania rzeczywisto$ci stajemy
wobec dylematu: bogactwo albo pewno$¢. Im bogatszy jest jezyk, ktéry przyjmujemy
dla opisu danej rzeczywisto$ci, tym wieksza niepewno$§¢, czy rozwijajac ten opis
w jakim§ momencie nie staniemy wobec sprzecznoSci. Zatem, im bogatsza jest rzeczy-
wisto$¢, ktéra zamierzamy opisywaé, tym pokorniej powinni§my zachowywaé si¢
wobec twierdzen, ktdre na jej temat wyglaszamy. By¢ moze postawa wyrazana w sto-
wie ignorabimus nie jest do kofica stuszna, ale przedstawione do§wiadczenia,
przez ktére przeszla ludzka mys$l, wydaja si¢ uczy¢, iz tam wszg¢dzie, gdzie postu-
gujemy si¢ jezykiem i logika, stwierdzenie ,,wiemy” powinno by¢ wypowiadane
bardzo ostroznie. Tym ostrozniej, im szerszej (wyzszej?) rzeczywisto§ci dotyczy.

LIMITLESS RATIONALITY - TWO TENTATIVE ANSWERS
Summary

In the history of the human knowledge the question about the principles of rationality has always
been very important. One of the main aspects of this question is the problem of the limits of rational
thinking. The way of thinking typical for mathematics has always been taken as a model of rationality. In
the present paper I try to describe two attempts in the philosophy of mathematics which tried to form this
branch of science as a strict, consistent domain. These attempts were: logicism created by B. Russell and
A. N. Whitehead and the program of formalism proposed by D. Hilbert.

Both logicism and formalism met many difficulties. In 1931 Kurt Godel published his famous
theorem that showed that the limits of rational thinking are based on the principles of this very thinking.
This and others theorems, as for example theorems of Church or Skolem-Léwenheim, though they deal with
meta-theoretical properties of formal systems, have their importance for every kind of rational thinking,.



