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Rola aksjomatu komprehensji w rozwoju
teorii mnogosci

Wstep

W roku 1874 na tamach czasopisma Journal fiir die Reine und Angewand-
te Mathematik ukazata si¢ praca Georga Cantora Uber eine Eigenschaft des
Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen. Opublikowanie tego artykutu dato
poczatek nowej dziedzinie naukowej — teorii mnogosci. Jednym z filaréw teorii
mnogos$ci Cantora stal si¢ przyjmowany milczaco tzw. aksjomat komprehens;ji,
ktory miat wyrazac jedng z najbardziej podstawowych ludzkich intuicji, ze z r6z-
nych przedmiotow, charakteryzujacych si¢ okreslong cechg, mozna utworzy¢
zbidr.

Teoria mnogosci Cantora nie jest chronologicznie pierwszg dyscypling nauko-
wa, w ktorej pojawit si¢ tytutlowy aksjomat — jego poczatkéw mozna by si¢ do-
szuka¢ juz w starozytno$ci: w systemach Platona czy Arystotelesa, oraz wszedzie
tam, gdzie ozywat spor o uniwersalia. W teorii mnogos$ci przetomu XIX i XX
w. aksjomat komprehensji spenit jednak rol¢ szczegdlng: stal si¢ dywersantem,
ktory podkopujac fundamenty 6wczesnej matematyki dat impuls nowemu sposo-
bowi jej uprawiania. Okazalo si¢, ze oczywistosé, ktorg aksjomat komprehensji
wyraza, rodzi bardzo nieoczywiste konsekwencje i prowadzi do antynomii. Ce-
lem niniejszego artykulu jest pokazanie, w jaki sposob niewinnie wygladajacy
schemat wstrzasnal §wiatem podstaw matematyki w poczatkach XX w.

W pierwszej cze$ci pracy zostanie wyjasniony sens omawianego aksjoma-
tu oraz pokazana jego geneza. W cze$ci drugiej, po zaprezentowaniu najwaz-
niejszych antynomii, ktére mozna zbudowa¢ na gruncie Cantora naiwnej teorii
mnogosci, zostanie pokazany mechanizm, ktory do tych antynomii prowadzi,
a ktory oparty jest wlasnie na aksjomacie komprehensji. Trzecia cz¢s$¢ artykutu
to proba usuni¢cia antynomii i wskazania drog, na ktoérych mozna by zbudowac
niesprzeczny system, b¢dacy fundamentem calej matematyki.

Oczywiscie, wybor zagadnien zwigzanych z tematem niniejszej pracy ogra-
nicza si¢ tylko do spraw kluczowych. Bytoby dobrze, gdyby ta refleksja stata si¢
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inspiracja do dalszych badan. Podjgcie na nowo problematyki zwigzanej z aksjo-
matem komprehensji, mimo ze znana jest ona juz od lat, wcigz moze przynosic
ciekawe rezultaty badawcze.

1. Geneza aksjomatu komprehensji

Aksjomat komprehensji glosi, ze dla dowolnej formy zdaniowej f(x), posiada-
jacej jedna zmienng wolng x, istnieje zbior Z, ktérego elementami sa te i tylko te
przedmioty, ktore speiniaja owa forme¢ zdaniowa f(x)'. Schematycznie mozna to
zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

AZVx[x € Z = p(x)]

Powyzszy schemat pokazuje, ze aksjomat komprehens;ji jest teoriomnogo-
$ciowym narzedziem stuzacym do okreslania zbiorow. Pozwala on z uniwersum
wybrac te i tylko te przedmioty, ktore posiadaja jakas ceche, 1 z tych wybranych
przedmiotow utworzy¢ pewng calosc.

1.1. Nazwy (etymologia)

W literaturze mozna spotkac kilka terminéw uzywanych zamiennie z termi-
nem ,,aksjomat komprehensji”. Wszystkie one okreslone sg mianem aksjomatu
czy pewnika, tzn. zdania bazowego, przyjmowanego bez dowodu.

1.1.1 Aksjomat komprehensji (comprehension axiom)

Stowo komprehensja kojarzy si¢ z tacinskim comprehensio, ktére znaczy tyle,
co ,,zebranie razem, potaczenie, pojecie, zrozumienie?. Angielskie comprehen-
sion ttumaczy si¢ m.in. jako ,,zdolno$¢ pojmowania”, z kolei pokrewne stowo
comprehensive — jako ,,wyczerpujacy, wszechstronny, obszerny, ogolny’.

Idac sladem powyzszych skojarzen mozna by aksjomat komprehensji nazwaé
aksjomatem ,,rozumienia, pojmowania, czy uogoélniania”, czyli narzedziem po-
zwalajacym ,,zbiera¢ razem” pewne przedmioty, tworzac w ten sposob ich klasg,
czy tez narzedziem do tworzenia pojec.

Stowo comprehension funkcjonuje rowniez w konteks$cie sformulowane-
go przez Lewisa specyficznego rozumienia denotacji. Wedhug niego denotacja
' Por. J. Dadaczynski, Antynomie teoriomnogosciowe a powstanie klasycznych kierunkoéw bada-

nia podstaw matematyki, ,,Zagadnienia filozoficzne w nauce” 26 (2000) s. 45.

2 Zob. K. Kumaniecki, Stownik tacinsko-polski, Warszawa 2001, s. 90.
3 Zob. J. Linde-Usiekniewicz [red.], Wielki stownik angielsko-polski, Warszawa 2008, s. 236.
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nazywa si¢ klas¢ wszystkich i tylko tych desygnatow danej nazwy, ktore istnie-
ja aktualnie (takie rozumienie denotacji jest do$¢ mato rozpowszechnione). Le-
wis wymienia jednak jeszcze inny rodzaj desygnatow, a mianowicie desygnaty
mozliwe, czyli te, ktore aktualnie nie istniejg, ale sg niesprzeczne. Tenze wlasnie
zbior desygnatow mozliwych okreslit Lewis mianem comprehension. W ten spo-
sob nazwy puste, lecz niesprzeczne, mialyby denotacj¢ zerowa, ale nie zerowag
comprehension. Nazwy sprzeczne, natomiast, posiadajg w tym sensie nie tylko
zerowa denotacje¢, lecz rowniez i zerowa comprehension*. Taka koncepcja wpi-
suje si¢ w rozumienie aksjomatu komprehensji jako instrumentu do okreslania
zbiorow przedmiotow, ktdre nie musza istnie¢ aktualnie (np. zbidr wszystkich
krolow Polski).

1.1.2 Pewnik abstrakcji

Inng nazwg spotykana w literaturze jest ,,pewnik abstrakcji”. Abstrahowanie
to wpisana w nature czlowieka zdolnos¢ intelektu (grec. dagpaipeoic — ,,odrywa-
nie, oddzielenie, zatrzymywanie”). Jest to czynnos$¢ specyficzna polegajaca na
,»oddzielaniu i zatrzymywaniu jakiej$ wlasciwosci z rzeczy, na podstawie ktorej
intelekt formuje jej poznawczy obraz, czyli pojecie (abstrakt)”. Teoria abstrakcji
zostata sformulowana juz przez Arystotelesa, w kontekscie jego dyskusji z Plato-
nem na temat statusu ontycznego liczb. Dla Arystotelesa poznanie to proces, pod-
czas ktorego ,,przy pomocy zreflektowanej metodycznie abstrakcji formulujemy
poznawczy obraz rzeczy, ktory, cho¢ oderwany od materii, ma jednak podstawe
w jednostkowo i konkretnie bytujacej rzeczy. Nalezy jednak zaznaczyc¢, ze u Ary-
stotelesa termin abstrakcja wigze si¢ bezposrednio z formowaniem przedmiotow
matematycznych, ktore — jego zdaniem — sg wynikiem abstrakcji, i z tej racji nie
bytujg jako idealne przedmioty, jak utrzymywat Platon [...]. Sama abstrakcja zo-
stata pojeta przez Arystotelesa jako czynnosc¢ intelektu, dzigki ktorej zatrzymuje
on oddzielone i wyrdznione aspekty z jednostkowo i konkretnie bytujacych rze-
czy, a pomija inne”.

W takim kontekscie pewnik abstrakcji znéw jawi si¢ jako narzedzie do okre-
$lania zbioréw w procesie oddzielania czy wyrdzniania pewnych przedmiotow
na podstawie okreslonej wspolnej cechy. W podobny sposob tworzy si¢ takze

pojecia.

4 Por. W. Marciszewski, Denotacja, [w:] Tenze [red.], Mata Encyklopedia Logiki, Wroctaw-War-
szawa-Krakow 1970, s. 47.

5> A. Maryniarczyk, Abstrakcja, [w:] Powszechna Encyklopedia Filozofii, t. 1, Lublin 2000, s. 49.

6 Tamze, s. 52.
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1.1.3. Pewnik definicyjny

Kolejng nazwg stosowang na okreslenie omawianego aksjomatu jest ,,pew-
nik definicyjny”. Definicja to krotkie i pelne okreslenie zmierzajace do charak-
terystyki jakiego$ przedmiotu lub zakomunikowania o semiotycznych funkcjach
wyrazenia (znaczeniu, denotacji lub konotacji) poprzez wskazanie sposobu jego
przektadalno$ci na inne wyrazenie’.

Pewnik definicyjny mozna zatem uwazaé za narzedzie do formutowania defini-
¢ji, co potwierdzil m.in. Witold Marciszewski w swym odczycie podczas konferen-
cji Pamieci Profesora Leona Koja, ktora odbyta si¢ 30 czerwca 2007 r. w Lublinie
(UMCS). Marciszewski postawil wtedy hipoteze, ze specyfika natury ludzkiej po-
lega na zdolnos$ci do kierowania si¢ pewnikiem abstrakcji. Stwierdzit on, ze wie-
dza o tym pewniku jest cecha, ktora odréznia gatunek ludzki od innych gatunkow,
a momentem przetomowym, ktoéry radykalnie oddzielit gatunek ludzki od innych
gatunkow, byt moment powstania opartego na pojeciach jezyka. Aby dobrze zobra-
zowacé, na czym polega proces definiowania, Marciszewski przywotat znany obraz
biblijny — cztowieka w raju. Zaproponowal wyobrazenie sobie sytuacji, w ktorej
Adam chce nauczy¢ Ewe nowo powstatego jezyka. Autor wychodzi z zalozenia, ze
u poczatkéw komunikacji jezykowej stojag definicje deiktyczne (ostensywne)®. Aby
zatem nauczy¢ Ewe wszystkich nazw, Adam musi oprowadzi¢ Ewe po raju i za
kazdym razem gdy zobaczg jakie§ zwierzg, wypowiedzie¢ jego nazwe (np. kan-
gur). Na poczatku Ewa mogtaby pomysle¢, ze kazde zwierze nosi t¢ nazwe, ale
,Jjesli wejdzie na ten btedny trop, wyprowadzi ja z bledu pokazanie przez Adama
innego kangurzego indywiduum z tym samym wyjasnieniem. Ewa wnet pojmie, ze
w nabywanym przez nig jezyku «kangur» nie jest imieniem wlasnym, lecz nazwa
0g06Ing’. Autor uznaje, ze w glowie Ewy (jak i zresztg wszystkich innych zdrowych
ludzi) musi dziata¢ jakie$ podstawienie pewnika definicyjnego. W omawianym
przyktadzie za wyrazenie f podstawia si¢ xWy, gdzie y oznacza tego konkretnego
kangura, ktéry wyznacza zbidr kangurow na mocy relacji ,,W —...wyglada tak samo,
jak..., natomiast x oznacza zwierze poréwnywane z kangurem »'’. W ten sposdb
schemat pewnika definicyjnego mozna zapisa¢ nastgpujgco:

3ZVx(x € Z = xWy)

7 Por. S. Kaminski, Definicja, [w:] Powszechna Encyklopedia Filozofii, t. 2, Lublin 2001, s. 451.
Definicja deiktyczna to taka definicja, ktora oprocz formuty gtdwnej zawiera jakis gest wskazu-
jacy na definiowany przedmiot. Zob. W. Marciszewski, Definicja ostensywna, [w:] Tenze [red.],
Mala Encyklopedia Logiki, Wroctaw-Warszawa-Krakow 1970, s. 40).

W. Marciszewski, Skqgd Adam i Ewa wiedzieli o pewniku abstrakcji? Uwagi o podstawo-
wym zagadnieniu pragmatyki, http://www.calculemus.org/publ-WM/2007/pewnik-abstr.pdf
(03.12.2010).

10 Zaktada sie, ze relacja W jest rtownowaznosciowa.
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co nalezy czytac: ,,istnieje taki zbior (kangurdéw), ze nalezy do niego kazdy 1 tyl-
ko taki element, ktory wyglada tak samo, jak ten pokazywany (kangur)”.

Oczywiscie w przypadku innego rodzaju definiowania, niz definiowanie
ostensywne, za formule f{x) mozna podstawi¢ dowolng funkcje, za pomoca ktorej
da sie wskaza¢ okreslong ceche wyznaczajaca przynalezno$¢ danego elementu
do zbioru desygnatow definiowanej nazwy. W definicji klasycznej nazwa zbio-
ru Z to definiendum, natomiast formula f to definiens. Probujac w ten sposob
scharakteryzowa¢ przy pomocy definicji klasycznej arystotelesowskie pojgcie
czlowiek!, zbior Z bylby zbiorem ludzi, wyrazenie f{x) byloby podstawieniem
definiensa ,,x jest zwierzgciem rozumnym”. Tak sformutowany schemat pewnika
definicyjnego czytatoby si¢ nastgpujaco: ,.istnieje taki zbior (ludzi), ze nalezy do
niego kazdy i tylko taki element, ktory jest zwierzeciem rozumnym”.

Po etymologicznej charakterystyce aksjomatu komprehensji zostanie teraz
pokazana jego geneza oraz to, w jaki sposob w $wiecie nauki zaczeta ksztattowaé
si¢ $wiadomos¢ jego doniostej roli u podstaw matematyki.

1. 2. Kontekst historyczny

Jak wyzej pokazano, pewnik definicyjny (czy zdolno$¢ do postugiwania si¢
tym schematem) jest w pewien sposdb wpisany w naturg cztowieka. Czlowiek
moze w codziennym zyciu efektywnie si¢ nim postugiwac, nie zdajgc sobie nawet
z tego sprawy. Takie intuicyjne postugiwanie si¢ pewnikiem abstrakcji w dziedzi-
nach $cistych moze jednak prowadzi¢ do nieoczekiwanych konsekwencji.

1.2.1 Slady aksjomatu komprehensji przed powstaniem teorii mnogosci

Aksjomatem komprehensji postugiwat si¢ tak naprawde juz Platon, kiedy for-
mulowatl swg teori¢ idei: ,,Juz za mtodu chodzi cztowiek za fadnymi ciatami i jesli
go tylko dobrze przewodnik prowadzi, kocha jedno z tych ciat i tam ptodzi mysli
pickne; niedtugo jednak spostrzega, ze picknosc¢ jakiegokolwiek ciata i pigknosé
innych ciat to niby siostry rodzone i ze jesli ma goni¢ za istotg pigkna, to musi
dobrze oczy otworzy¢ i widzieé, ze we wszystkich ciatach jedna i ta sama piek-
nos¢ tkwi”!2. Platon zauwaza, ze mozna w $wiecie patrze¢ na rézne przedmioty.
Niektore z tych przedmiotow mozna nazwaé pigknymi. Mimo ze owe przedmioty
pickne sg od siebie rézne, taczy je wspdlna cecha — bycie pigknym. Na podstawie
tej wspolnej cechy Platon zatem jakby pokazuje, ze istnieje taki zbidr, do ktdrego
nalezg wszystkie rzeczy pigkne i tylko rzeczy pigkne.

" Definicja ta brzmi nastepujaco: Czlowiek jest to zwierze rozumne.
12 Platon, Uczta, 210 a—b.
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Cztonkowie Akademii Platonskiej postugiwali si¢ takze pewnikiem abstrakcji
przy formulowaniu argumentu na istnienie idei: ,,Jesli jest wielu ludzi, a kazdy
z nich jest wlasnie cztowiekiem, a wigc jezeli jest cos$, co jest orzekane o kazdym
cztowieku i o wszystkich ludziach, a nie jest tozsame z zadnym z nich, to jest
konieczne, aby istniato co$ poza kazdym z nich, oddzielone od nich i wieczne, co
wlasnie dlatego mozna orzeka¢ w identyczny sposob o wszystkich numerycznie
r6znych ludziach. I doktadnie to «co$ jednego, co jest poza wieloma», co wykra-
cza poza nie i jest wieczne, jest idea”".

1.2.2 Aksjomat komprehensji jako cze$¢ teorii mnogosci Georga Cantora

Mysl platonska swag kontynuacj¢ znalazta w XIX-wiecznej teorii mnogosci,
dyscyplinie stworzonej przez Georga Cantora. W teorii mnogosci do pojecia
zbioru dochodzi si¢ abstrahujac od konkretu, czyli od jednostkowego przed-
miotu. ,,Stos kamieni jest przedmiotem konkretnym. Zbidr, ktorego wszystkimi
i tylko elementami sg kamienie z tego stosu jest obiektem abstrakcyjnym. Stos
kamieni jako obiekt fizyczny ma wlasnosci fizyczne takie, jak np. masa. Zbior,
ktorego kamienie z tego stosu sa elementami, nie jest przedmiotem fizycznym,
a zatem nawet pytanie o jego wilasnosci fizyczne nie jest pytaniem poprawnie
postawionym. Kamienie ze stosu kamieni nie sg elementami stosu, tylko jego
czesciami”'®. W tym miejscu nalezy wskaza¢ fundamentalne dla teorii mnogosci
rozroznienie: ,,zbior w sensie dystrybutywnym oraz zbiér w sensie kolektyw-
nym”.

Przez zbior A4-kéw w sensie kolektywnym rozumie si¢ pewng cato$¢ ztozo-
ng z poszczegdlnych czesci, przy czym kazdym elementem zbioru A-kow jest
A-k lub tez fragment 4-ka. Stosunek bycia elementem tak rozumianego zbioru
jest przechodni'®. Przez zbidr A w sensie dystrybutywnym, natomiast, rozumie
si¢ pewng calo$¢ ztozong z elementow, ktorymi sg tylko 4-ki. Stosunek bycia
elementem nie jest w tym wypadku przechodni. Tak uzyte stowo zbiér mozna
by zastapic¢ stowem rodzaj lub gatunek. Zbior w sensie dystrybutywnym nie jest
przedmiotem fizycznym'S.

Teoria mnogosci jest dyscypling, ktora zajmuje si¢ zbiorami w sensie dystry-
butywnym.

13 G. Reale, Historia filozofii starozytnej, t. 2, Lublin 2008, s. 103-104.

4 K. Trzesicki, Logika i teoria mnogosci. Ujecie systematyczno-historyczne, Warszawa 2003,
s. 251.

15 Przez zbior w sensie kolektywnym mozna uznaé np. las rozumiany jako zbior poszczeg6lnych
drzew. Kazdy element zbioru drzew jest drzewem. Co wigcej, kazda cz¢$¢ drzewa (np. lis¢,
galaz) jest rowniez elementem zbioru drzew.

16 Elementami zbioru wszystkich ludzi, rozumianego dystrybutywnie, sa wszyscy ludzie i tylko
ludzie. Do tak rozumianego zbioru nie naleza poszczegélne elementy ludzkiego ciata (np. reka,
noga).
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Cantor podal dwie definicje zbioru, jednak obydwie te definicje maja cha-
rakter intuicyjny, a nie aksjomatyczny. Konsekwencjg tego staty si¢ liczne
sprzecznosci — do tego stopnia, ze teoria mnogosci Cantora (nawet pomimo swej
niezwyktej warto$ci naukowej) otrzymata miano naiwnej. Swoje podstawowe
prace Cantor publikowat w latach 1879-1893 w niemieckim czasopismie Mathe-
matische Annalen.

Pierwsza definicja zbioru, sformutowana przez Cantora, brzmi nastgpujaco:

,unter einer «kMannigfaltigkeit» oder «Menge» verstehe ich ndmlich allgemein jedes
Viele, welches sich als Eines denken 1d6t, d.h. jeden Inbegriff bestimmter Elemente, wel-
cher durch ein Gesetz zu einem Ganzen verbunden werden kann, und ich glaube hiermit
etwas zu definieren, was verwandt ist mit dem Platonischen gidoc¢ oder eidéo, wie auch
mit dem, was Platon in seinem Dialoge «Philebos oder das hochste Gut» pixtév nennt*'’.

,»Pod pojeciem «rozmaitosci» czy «zbioru» rozumiem mianowicie ogolnie
kazda wielos¢, ktora moze by¢ pomyslana jako jednosc, tj. kazdy ogdt okreslo-
nych elementow, ktére na mocy pewnego prawa moga by¢ ztaczone w jedng
cato$¢. Mam nadzieje, ze definiuj¢ w ten sposob cos, co jest spokrewnione z pla-
tonskim eidog czy idéa, jak rdwniez z tym, co Platon w swym dialogu «Philebos
albo najwyzsze dobro» nazywa uuxrov'®.

Definicja druga:

,Lunter einer «Menge» verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimm-
ten wohlunterschiedenen Objekten m unsrer Anschauung oder unseres Denkens (welche
die «Elemente» von M genannt werden) zu einem Ganzen“".

,Pod pojeciem «zbioru» rozumiemy kazde zebranie w jedng catos¢ M okre-
$lonych, dobrze odréznionych przedmiotow m naszego ogladu czy naszych mysli
(ktore nazywane sa «elementami» M),

Jak dobrze wida¢, aby zdefiniowaé zbior Cantor postuzyt si¢ pewnikiem
abstrakcji. Obydwie definicje Cantora mowig bowiem o mozliwosci laczenia

17 G. Cantor, Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre, [w:] G. Cantor, Gesammelte
Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts, E. Zermelo [red.], Verlag von Juli-
us Springer, Berlin 1932 (reprint: Springer-Verlag, Berlin—Heidelberg—New York 1980), s. 204.

1% Thum. za R. Murawski, Filozofia matematyki. Antologia tekstéw klasycznych, Poznafh 2003,
s. 175.

19 G. Cantor, Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre, [w:] G. Cantor, Gesammelte
Abhandlungen, s. 282.

20 Thum. za R. Murawski, Filozofia matematyki, s. 176.
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w calo$¢ roznych (ale okreslonych) przedmiotow (elementow). Ponadto definicja
pierwsza wskazuje, ze musi istnie¢ pewne prawo, na mocy ktorego te elementy
s zbierane (w schemacie pewnika definicyjnego odpowiednikiem tego prawa
bytaby funkcja f, ktora wigcza przedmioty do zbioru lub nie). Wszystkie te ope-
racje, opisane przez Cantora jako prowadzace do okre$lenia zbioru, odpowiadaja
doktadnie temu, co postuluje pewnik abstrakcji. Mozna by zaryzykowac jeszcze
mocniejsze stwierdzenie: Cantor definiujac zbidr podal jednocze$nie schemat
pewnika abstrakcji (cho¢ wprost nazwy pewnik abstrakcji Cantor nie uzyt). Ma
to fundamentalne znaczenie dla dalszych rozwazan, gdyz okaze si¢ wkrotce, ze
taka definicja zbioru jest wadliwa.

1.2.3 Napigcie zwigzane z ewolucja teorii mnogosci

Georg Cantor zyl i tworzyl na przetomie XIX i XX w. Byt to okres zywo
rozwijajacych si¢ badan nad podstawami matematyki. W ostatniej ¢wierci
XIX w. i pierwszych trzydziestu latach w. XX uksztattowaty si¢ trzy charaktery-
styczne nurty, w jakich uprawiano filozofi¢ matematyki: logicyzm, intuicjonizm
i formalizm. Dla tematyki poruszanej w niniejszej pracy kluczowe jest podejscie
logicyzmu, znamienne szczego6lnie dla G. Fregego (ktérego uwaza sig¢ za tworce
tego nurtu), B. Russella oraz A.N. Whiteheada.

Koncepcja logicyzmu nawigzuje do mysli J. Locke’a i G.W. Leibniza, ktorzy
twierdzili, ze sady matematyczne sa zdaniami o charakterze tautologicznym. We-
dlug Leibniza kazde zdanie matematyczne da si¢ sprowadzi¢ do niewielkiej ilosci
aksjomatow, ktore z kolei sg zdaniami logiki. Skoro wigc cala matematyke da si¢
wyprowadzi¢ z aksjomatow logicznych, to musi ona by¢ czescig logiki. Niestety,
stan logiki w czasach Leibniza nie pozwolil, by w sposob formalny przeprowa-
dzi¢ przedsigwzigcie wyprowadzenia catej matematyki z logiki. Gloéwnym pro-
blemem byto to, ze 6wczesne teorie matematyczne nie byty zaksjomatyzowane
i nie tworzyly jednego systemu. Ekspansj¢ idei logicyzmu na przelomie XIX
i XX w. umozliwily dopiero takie wydarzenia w dziejach nauki, jak: po pierw-
sze — arytmetyzacja matematyki, po drugie — formalizacja logiki wyznaczajaca
stosowng operacj¢ wynikania logicznego, po trzecie — powstanie teorii mnogosci
G. Cantora, przy pewnym wspotudziale R. Dedekinda?'.

Naczelna teza logicyzmu glosila, ze cala matematyka jest sprowadzalna do
logiki lub tez (mo6wigc inaczej) ze matematyka jest tylko czgscia logiki. Z drugiej
strony pojawiaty si¢ proby unifikacji matematyki klasycznej przez sprowadzenie
jej do arytmetyki. Chciano pojecie liczby rzeczywistej (a takze liczby catkowitej,
wymiernej i niewymiernej) zdefiniowa¢ za pomoca poje¢cia liczby naturalnej i ele-
mentarnych pojg¢ teorii mnogosci. Ponadto probowano pokazaé, ze wszystkie

2! Por. J. Dadaczynski, Filozofia matematyki w ujeciu historycznym, Tarnow 2000, s. 231.
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wlasnosci liczb rzeczywistych moga by¢ wydedukowane z twierdzen arytmetyki
liczb naturalnych®. Trzeba zatem byto zbudowac rzetelng arytmetyke liczb natu-
ralnych i tego zadania podjal si¢ G. Frege w dzietach: Grundlagen der Arithmetik
(1884) oraz Grundgesetze der Arithmetik (t. 1 — 1893, t. Il — 1903)**. W pracach
tych Frege korzystat z osiggnie¢ G. Cantora, szczegdlnie w zakresie wypracowa-
nych przez niego poje¢ rownolicznosci zbiorow.

Gdy Frege konczyl pracg¢ nad Grundgesetze, zdarzylo si¢ jednak co$, co
wstrzasneto jego teorig. Wykryto, ze niepostrzezenie wpadt on w pulapke intu-
icyjnego postugiwania si¢ pojeciem zbioru, co w przypadku bardziej subtelnych
rozwazan okazalo si¢ zawodne (nie bylo na przyktad jednoznacznej odpowiedzi
na pytanie o istnienie zbioru wszystkich zbioréw). Sam Frege postowie do dru-
giego tomu Grundgesetze rozpoczyna od stow: ,,Autorowi dziela naukowego nie
moze zdarzy¢ si¢ nic bardziej niepozadanego, jak to, gdy po ukonczeniu jego pra-
cy zdruzgotana zostanie jedna z podstaw, na ktorych wspierat on swe konstruk-
cje. W to potozenie postawit mnie list pana Bertranda Russella [...] Pan Russell
znalazt sprzeczno$¢, ktora teraz wyltoze™**. Frege nigdy nie ukrywat, ze wielkim
weryfikatorem jego teorii byt B. Russell. Powszechnie znana jest koresponden-
cja, jaka uczeni prowadzili ze sobg w tej sprawie.

16 czerwca 1902 r. Russell, przestudiowawszy pierwszy tom Grundgesetze,
napisal do Fregego:

,»W odniesieniu do wielu konkretnych pytan znalaztem w Panskim dziele dys-
kusje, rozroznienia i definicje, ktorych na prozno by szuka¢ w pracach innych logi-
koéw. W szezegolnosci, jesli chodzi o funkcje (§ 9 Panskiego «Begriffsschrifty), to
sam doszedlem do pogladow, ktore sa identyczne z Panskimi nawet w szczegotach.
Jest jednak jedno miejsce, w ktorym natrafitem na trudno$¢. Stwierdza Pan (s. 17),
ze funkcja moze zachowywac si¢ jak element nieokreslony. Wczesniej wierzy-
fem w to, teraz jednak poglad taki wydaje mi si¢ watpliwy z powodu nastgpujace;j
sprzecznosci. Niech w bedzie taka oto wlasnoscia: by¢ wlasnoscia, ktdéra moze by¢
orzekana o sobie samej. Czy w mozna orzec o niej samej? Z kazdej odpowiedzi [na
to pytanie] wynika odpowiedz przeciwna. Musimy zatem wyciagna¢ wniosek, ze
w nie jest wlasno$cig. Podobnie nie istnieje zadna klasa (jako calos$¢) ztozona z tych
klas, ktore, kazda wzigta jako calo$¢, nie naleza do samych siebie. Wnosze stad,
ze w pewnych warunkach definiowalne kolekcje nie tworza gotowych catosci”®.

22 por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow, Poznan 2008, s. 70.

23 Teorig swoja Frege wylozyl najpierw w ksiazce Die Grundlagen der Arithmetik, napisanej w 1884 r.,
uszta ona jednak uwagi 6wczesnych matematykow wskutek jej filozoficznego nastawienia (zob.
A. Mostowski, Logika matematyczna: kurs uniwersytecki, Warszawa-Wroctaw 1948, s. 175).

24 A. Mostowski, Logika matematyczna: kurs uniwersytecki, s. 208.

25 R. Murawski, Filozofia matematyki, s. 246. Takze [w:] J. van Heijenoort [red.], From Frege to
Gadel. A Source Book in Mathematical Logic, 1879-1931, Massachusetts 1967, s. 124-125.
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Frege na list swego dyskutanta odpisat 22 czerwca 1902 r. Mozna tam znalez¢
nastepujace stowa:

,Odkrycie przez Pana sprzecznosci byto dla mnie wielka niespodzianka i, po-
wiedzialbym nawet, konsternacja, poniewaz wstrzasneto to podstawa, na ktorej
chciatem zbudowac¢ arytmetyke. Wydaje sie, ze przeksztatcenie zdania ogélnego
o rownosci [funkcji] na zdanie ogdlne o rownosci [ich] przebiegow (§ 9 moich
«Grundgesetze») nie zawsze jest dozwolone 1 ze moja reguta V (§ 20, s. 36) jest
falszywa oraz ze moje wyjasnienia w § 31 sga niewystarczajace, by zapewnic¢, ze
moje kombinacje znakow maja sens we wszystkich przypadkach. Musze jednak
pomyslec jeszcze nad tym zagadnieniem. [...] Panskie odkrycie jest godne uwagi
i by¢ moze okaze si¢ wielkim krokiem naprzod w logice, cho¢ na pierwszy rzut
oka wydawac¢ si¢ moze niepozadane. Nawiasem mowiac, wydaje mi si¢, ze wy-
razenie — «wlasnos$¢ jest orzekana o sobie samej» jest niedoktadne. Wtasnos¢ jest
z reguly funkcja pierwszego rz¢du i funkcja ta wymaga jako argumentu pewnego
przedmiotu i nie moze sama by¢ argumentem. Dlatego tez wolalbym mowic, ze
«pojecie jest orzekane o swym wlasnym zakresie» ™.

W obliczu zaistnialej sytuacji Russell postanowit od nowa podja¢ dzieto Fre-
gego, by zredukowac¢ matematyke do logiki, a zasady swojej filozofii przedstawit
w ksigzce The Principles of Mathematics z 1903 1. Tam tez dokonal dokladne;j
analizy antynomii klas niezwrotnych, ktorg odkryt wczesniej w teorii Frege-
go. Owocem jego pracy stato si¢ napisane wspolnie z Whiteheadem trzytomowe
dzieto Principia Mathematica (1910-1913). Dzieto to zamkneto gtéwny okres
rozwoju logicyzmu?’.

Cho¢ odkrycie antynomii Russella stalo si¢ przetomem w pracach nad stwo-
rzeniem solidnych podstaw matematyki, a od nazwiska tego filozofa wzi¢ta na-
zwg¢ najstynniejsza teoriomnogos$ciowa antynomia, to Russell nie byt pierwszym,
ktory zauwazyt stabe punkty 6wczesnej teorii zbiorow. Okazuje si¢, ze w roku
1899 znany byt juz Cantorowi paradoks zbioru wszystkich zbioréw. Dowiaduje-
my si¢ tego z korespondencji Cantora z Dedekindem z 31 sierpnia tegoz wlasnie
roku?®. Chronologicznie natomiast jako pierwsza odkryto antynomi¢ najwiekszej
liczby porzadkowej. Sadzi si¢, ze odkryt ja Cantor w 1885 r. i pisat o nim w liScie
do Hilberta w r. 1886. Pierwsza publikacja na ten temat pochodzi jednak od wto-
skiego matematyka Cesare Burali-Fortiego: Una questione sui numeri transfiniti,
,Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo” 11 (1897) s. 154-164, stad od
jego wlasnie nazwiska antynomia ta wzigta swa nazwe®.

26 R. Murawski, Filozofia matematyki, s. 226-227.

27 Por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejéw, Poznah 2008, s. 73.

28 Zob. List Cantora do Dedekinda, [w:] G. Cantor, Gesammelte Abhandlungen, s. 448. Takze [w:]
R. Murawski, Filozofia matematyki. Antologia, s. 194-195.

2 Por. J. Dadaczynski, Filozofia matematyki w ujeciu historycznym, Tarnow 2000, s. 272.
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Oproécz tych trzech antynomii mozna na gruncie Cantora teorii mnogosci wy-
kaza¢ jeszcze antynomie zbioru uniwersalnego oraz antynomi¢ zbioru wszystkich
liczb kardynalnych. Sposob formutowania wszystkich tych antynomii opiera si¢
na tym samym schemacie rozumowania. Zostanie on zaprezentowany w kolejne;j
cze$ci tej pracy.

2. Aksjomat komprehensji jako zrodlo antynomii

Wiadomo juz, w jaki sposob na przestrzeni lat rodzita si¢ idea schematu,
przy pomocy ktérego umyst ludzki zbiera w jedno rézne elementy, okreslajac
w ten sposob klasy przedmiotéw. Zostalo takze pokazane, Ze intuicyjne
poslugiwanie si¢ tym schematem moze prowadzi¢ do antynomii. Niniejsza
czgs¢ tej pracy omoéwi poszczegdlne antynomie teoriomnogos$ciowe. Warto
w tym miejscu zaznaczy¢, ze sposob dochodzenia do wszystkich tych antynomii
jest podobny jak w przypadku najpopularniejszej, zasygnalizowanej powyzej,
antynomii Russella, stad wlasnie antynomii Russella zostanie tu po$wigcone
najwigcej uwagi.

2.1 Antynomia Russella (antynomia klas niezwrotnych)

Wzmianka o tej antynomii po raz pierwszy pojawita si¢ w korespondencji
Russella z Fregem®, natomiast bardziej formalnie antynomia zostata przedsta-
wiona przez Russella w ksigzce The Principles of Mathematics. Autor pisze:
,Jesli x jest dowolnym predykatem, woéwczas x moze by¢ orzekane o sobie sa-
mym, lub nie moze. Przypusémy, ze predykatem bedzie «nie jest orzekane o so-
bie samymy». Wowczas sprzecznym samo w sobie byloby twierdzi¢ zaréwno,
ze 6w predykat jest, jak 1 Ze nie jest orzekany o sobie samym. Konkluzja w tym
przypadku wydaje si¢ oczywista: «nie orzekany o sobie samym» nie jest predy-
katem™'. W dalszej czesci tekstu Russell przenosi to rozumowanie na pojgcia
ekstensjonalne (class-concepts) i na relacje.

Punktem wyjscia na drodze do antynomii Russella jest podzial wlasnosci na
te, ktore przystuguja sobie samym oraz te, ktore sobie samym nie przystuguja.

Niech wlasnosci nie przystugujace sobie samym nazywaja si¢ wlasnosciami
normalnymi. Przyktadem wlasno$ci normalnej w tym znaczeniu bedzie zatem
wlasno$¢ byc¢ czlowiekiem. Widaé wyraznie, ze podmiotem tej wlasnosci moze

30 Tamze, s. 18-19.
31 B. Russell, The Principles of Mathematics, Londyn 1937, s. 102 (thum. wiasne).
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by¢ tylko cztowiek. Odniesienie tej wtasnosci do niej samej prowadzi do wyraze-
nia pozbawionego sensu: ,,By¢ cztowiekiem jest cztowiekiem”.

Istnieja jednak wtasnosci, ktore przystuguja sobie samym. Przykladem moze
by¢ wlasnos¢ by¢ wlasnoscig. Tego typu wlasnos¢ nie nalezy juz zatem do nor-
malnych.

Zamiast terminu wlasnos¢ mozna uzy¢ terminu zbidr. Zbiorem normalnym
bedzie si¢ nazywal taki zbior, ktory nie jest swoim elementem. Zbior ludzi jest
zbiorem normalnym, poniewaz zbidr ludzi nie jest elementem zbioru ludzi (ele-
mentami zbioru ludzi sa tylko ludzie). Z kolei zbiér wszystkich zbiorow nie jest
zbiorem normalnym, poniewaz zbior ten, aby byl zbiorem wszystkich zbiorow
musi zawiera¢ rowniez sam siebie (gdyby nie zawieral siebie, nie zawieratby juz
wszystkich zbiorow).

Do antynomii Russella prowadzi nast¢pujace rozumowanie**:
Niech W, bedzie wlasnoscig: by¢ wltasnoscig normalng.
Dla kazdej wtasnos$ci W zachodzg twierdzenia:
T1: (W ma wiasnos¢ W) = (W jest wlasnosciq normalng)
T2: (W nie ma wiasno$ci W) = (W nie jest wlasnoscig normalng)

Probujgc odpowiedzie¢ na pytanie, czy W, jest czy nie jest wlasnoscig nor-
malng, nalezy rozwazy¢ dwie mozliwosci:

(a)
1. W, jest wlasnoScig normalng zat.
2. W, nie przystuguje sobie same;j def. wlasnosci normalnej
3. W, nie ma wiasnosci W, 2
4. W, nie jest wiasno$cig normalng T2, 3
sprzecznos¢: 1, 4
(b)
1. W, nie jest wiasno$cig normalng zak.
2. W, przyshuguje sobie samej def. wlasnosci normalnej
3. W,ma wilasnos¢ W, 2
4. W, jest wlasnoscig normalng T1,3

sprzecznos¢: 1, 4

Obydwa zalozenia prowadzg do sprzecznosci, czyli ani nie jest tak, ze W,
jest wlasnosciq normalng, ani nie jest tak, ze W, nie jest wlasnosciq normalng,
tymczasem na mocy prawa wylaczonego $rodka jeden z tych przypadkow powi-
nien zachodzi¢. W ten sposob otrzymano antynomig.

32 Taki sposéb formutowania antynomii Russella mozna znalez¢ [w:] A. Mostowski, Logika mate-
matyczna: kurs uniwersytecki, Warszawa-Wroctaw 1948, s. 209.

80



STUDIA PARADYSKIE tom 22

O antynomii Russella mowi si¢ glownie na gruncie teorii zbioréw. Punktem
wyj$cia jest tu zdefiniowanie klasy N, zawierajacej wszystkie i tylko te zbiory,
ktore nie sg swoimi elementami*:

AeN=A¢ A4

Podstawiajac w tej definicji stala N za zmienna A, otrzymuje si¢ nastepuja-
cg rownowazno$¢:

(@) NeN=NgN

Na podstawie powyzszej rownowaznosci (a) mozna dowies¢ prawdziwosci
koniunkcji dwoch wyrazen sprzecznych:

(b) NeNANgN

Aby udowodni¢ prawdziwos¢ wyrazenia (b), wystarczy najpierw przeprowa-
dzi¢ dowdd prawdziwosci pierwszego z wyrazen sktadowych, po czym drugiego.

Dowdd wyrazenia N Ne N N:

1. NgN z.d.n.
2. NeN=NgN (a)
3. NeN ROE: 2,1

sprzecznos$é: 1, 3

Dowdd wyrazenia N N ¢ N N:

1. NeN z.d.n.
2. NeN=NgN (a)
3. NgN ROE: 2,1

sprzecznos¢: 1,3

Skoro zostalo udowodnione, ze do tez systemu mozna dotaczy¢ zarowno wy-
razenie N € N, jak réwniez wyrazenie N ¢ N, to mozna réwniez dolaczy¢ wy-
razenie (b) Ne N AN ¢ N, co doprowadzito do antynomii.

33 Por. J. Dadaczynski, Antynomie teoriomnogosciowe a powstanie klasycznych kierunkéw bada-
nia podstaw matematyki, ,,Zagadnienia filozoficzne w nauce” 26 (2000) s. 43.
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2.2. Antynomia zbioru wszystkich zbiorow
(antynomia zbioru podzbiordéw)

W dziewigtnastowiecznej teorii mnogosci odkryto, ze z danych elementow
kazdego zbioru mozna tworzy¢ rézne jego podzbiory. Tym samym mozna tak-
ze stwierdzi¢, ze istnieje zbior wszystkich podzbioréw danego zbioru A. Taki
zbidr podzbioréw nazwano zbiorem potggowym, oznaczajac go symbolem 241ub
©(A). Pierwsza formalna definicj¢ zbioru potegowego podat Cantor.

Aby wykaza¢ antynomig, trzeba najpierw przywota¢ tzw. twierdzenie Canto-
ra, ktore glosi, ze zbior podzbiorow dowolnego zbioru 4 jest liczniejszy, niz sam
zbidr A (czyli moc zbioru potggowego zbioru 4 jest wigksza od mocy zbioru 4),
co zapisuje si¢ w nastepujacej postaci:

4] <\2A\

Zbior wszystkich zbioréw jest to taki zbidr, ktérego elementami sg wszystkie
zbiory i tylko zbiory.

Do antynomii prowadzi podstawienie w pewniku abstrakcji za wyrazenie
o(x) wyrazenia X € X , co ma da¢ definicj¢ zbioru wszystkich zbioréw:

JAVX (X e A=X=X)

Niech zatem A4 bgdzie zbiorem wszystkich zbiorow. Z samego zatozenia musi
on by¢ najliczniejszy ze wszystkich zbioréw, poniewaz wszystkie je obejmuje
jako swoje elementy. Jednak na mocy twierdzenia udowodnionego przez Cantora,
zbidr potggowy zbioru A jest zawsze liczniejszy od samego zbioru A4, stad A4 jest
i jednoczes$nie nie jest najliczniejszym sposrod zbioréw, co stanowi antynomie™*.

Aksjomatyczna teoria mnogosci w nastgpujacy sposob dowodzi nieistnienia
zbioru wszystkich zbiorow?:

Tw.: Nie istnieje zbior wszystkich zbiorow Z

1. Istnieje zbior wszystkich zbioréw Z z.d.n.

2. 2°cZ 1, def. Z

3. AcB-|4<|B| tw. 36

4. 2 cz-’|<l7] 3: 4/, B/Z

34 Por. W. Marciszewski, Antynomie w logice, [w:] Tenze, Mata encyklopedia logiki, Wroctaw-
-Warszawa-Krakow 1970, s. 12.

35 Por. L. Borkowski, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, Lublin 1991, s. 266.

36 Dowéd twierdzenia [w:] tamze s. 257-258.
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5. <l RO: 4,2

6. |z|<[2”] tw. Cantora

7. [|<|2|alz]< ] DK: 5, 6

8. —(m<nan<m) tw.?

9. —(P*|=<|z|~J2l <[27]) 8: m/\ 24, n/\Z|

sprzecznos$¢: 7, 9

2.3. Antynomia zbioru uniwersalnego

Mianem zbioru uniwersalnego okresla si¢ taki zbior, ze kazdy przedmiot jest
jego elementem, a wigc jest w nim zawarty kazdy zbior.

Do antynomii prowadzi w tym wypadku podstawienie w pewniku abstrakcji
za wyrazenie ¢(x) wyrazenia x € x, co ma da¢ definicj¢ zbioru uniwersalnego:

AVVx(xelV =x=x)

Skoro w zbiorze uniwersalnym jest zawarty kazdy przedmiot, to moc zbioru
uniwersalnego powinna by¢ najwieksza liczba kardynalna. Z drugiej jednak stro-
ny z twierdzenia Cantora wynika, ze dla kazdej liczby kardynalnej istnieje liczba
kardynalna od niej wigksza, a wigc moc zbioru uniwersalnego nie jest najwiek-
sza liczbg kardynalng, bo takowa nie istnieje. W ten sposob otrzymano, ze moc
zbioru uniwersalnego jest i nie jest jednoczesnie najwigkszg liczbg kardynalna,
co stanowi antynomie.

Aksjomatyczna teoria mnogosci podaje dowod nieistnienia zbioru uniwersalne-
go. Dowod ten jest analogiczny do dowodu nieistnienia zbioru wszystkich zbiorow*:

Tw.: Nie istnieje zbior uniwersalny

1. Istnieje zbidr uniwersalny V' z.d.n.
2. 2'crv 1, def. V
3. AcB-|4<|B| tw. 40

37 Tamze, s. 258.

38 Tamze, s. 266.

3 Por. tamze.

40 Dowod twierdzenia tamze, s. 257-258.
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4. 2 cr-P|<py| 3:4/2", BV
5. [2"|<pv] RO: 4,2

6. [r|<[2"| tw. Cantora

7. R <lalr]<]2| DK: 5, 6

8. —(m<nan<m) tw. !

9. —(2|=WAlI<2") 8: mA2'), |V

sprzecznosc: 7, 9

Nalezy zauwazy¢, ze antynomia zbioru wszystkich zbioréw A i zbioru uni-
wersalnego V pozornie niczym si¢ nie roznig — podstawienie pewnika abstrakcji
wyglada bardzo podobnie:

(a) AVX(X eAd=X=X)
(b) IVVx(xelV =x=1x)

W schemacie (a) jednak za zmienng X moze by¢ podstawiona tylko nazwa
przedmiotu bedgcego zbiorem, podczas gdy w schemacie (b) za zmienng x moz-
na podstawi¢ nazwe dowolnego przedmiotu.

2.4 Antynomia najwie¢kszej liczby porzadkowej (Burali-Fortiego)

Jak zaznaczono w pierwszym rozdziale, chronologicznie jest to pierwsza an-
tynomia. Zostata odkryta przez samego Cantora, a $wiatto dzienne ujrzata dzigki
wiloskiemu matematykowi C. Burali-Forti*.

Do antynomii prowadzi nastgpujace rozumowanie®:
1. Niech W oznacza zbiér wszystkich liczb porzadkowych
2. Kazdy zbior liczb porzadkowych jest dobrze uporzadkowany — tw.*

41 Zob. tamze, s. 258.

42 70b. tamze, s. 20.

3 Por. L. Gruszecki, U Zrédel poje¢ mnogosciowych, Lublin 2005, s. 254. Zob. tez C. Burali-
Forti, A4 question on transfinite numbers, [w:] van Heijenoort J. [red.], From Frege to Godel,
s. 104-112.

4 Dowdd tego twierdzenia [w:] R. Murawski, K. Swirydowicz, Wstep do teorii mnogosci, Poznan
2006, s. 158.
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3. Zbidr W jest dobrze uporzadkowany 1,2
4. Zbiorowi W odpowiada pewna liczba porzagdkowa b 3

5. V(a € W)( p>a) wlasnos¢ liczb porzadkowych
6. peW 5

7. Pew 1

sprzecznos¢: 6, 7

2.5. Antynomia zbioru wszystkich liczb kardynalnych

Kolejng antynomia, powstata na gruncie naiwnej teorii mnogosci, jest antyno-
mia zbioru wszystkich liczb kardynalnych. Liczbg kardynalng nazywa si¢ liczbe
wyrazajacg moc zbioru, tzn. ilo$¢ elementéw w danym zbiorze.

Niech K bedzie zbiorem wszystkich liczb kardynalnych. Dla kazdego zbioru
liczb kardynalnych istnieje liczba kardynalna wicksza od kazdej liczby nalezacej
do tego zbioru®. Z powyzszego twierdzenia wynika, ze i dla zbioru K istnieje liczba
kardynalna n wigksza od kazdej liczby kardynalnej nalezacej do tego zbioru. Jesli
jednak zbior K zawiera wszystkie liczby kardynalne, to musialby zawierac rowniez
liczb¢ najwigkszg. Skoro tak, to nie da si¢ znalez¢ liczby n wigkszej od niej.

Jesli z kolei zbidr K nie zawieralby najwigkszej liczby kardynalnej, znaczyto-
by to, ze nie zawiera on wszystkich liczb kardynalnych, co jest niezgodne z za-
lozeniem.

Dochodzi si¢ zatem do sprzeczno$ci. Rozumowanie prowadzace do antyno-
mii zbioru wszystkich liczb kardynalnych jest jednocze$nie dowodem nieistnie-
nia zbioru wszystkich liczb kardynalnych (ktory to zbior byt przyjmowany przez
klasyczna teori¢ mnogosci).

Odpowiedzialnym za powstanie powyzszych antynomii okazuje si¢ pewnik
definicyjny w postaci, zaprezentowanej juz w pierwszym rozdziale:

AZVx[x € Z = p(x)]

Jest to schemat, ktory daje si¢ uscisla¢ na rézne sposoby w zaleznosci od tego,
jakie wzory czy napisy uzna si¢ za funkcje zdaniowe. Jesli jako funkcje zdanio-
we dopusci si¢ wszelkie mozliwe napisy, to z praw rachunku zdan i rachunku
kwantyfikatorow wyniknie negacja pewnych szczegdlnych przypadkow zasto-
sowania pewnika definicyjnego. Przyktadem tego moze by¢ antynomia Russella,
ktora dowodzi, ze gdyby istnial zbior wszystkich zbioréw ,,normalnych™, to
zbior ten bylby i zarazem nie bylby swoim elementem.

4 Dowdd tego twierdzenia [w:] L. Borkowski, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, s. 270.
46 Normalny w znaczeniu podanym w punkcie 2.1 niniejszej pracy.
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Rozumowanie przeprowadzone w antynomii Russella stanowi dowod naste-
pujacej implikacji:

AWVX[X eW =—(X eX)|>IW[(W eW)A=(W eW)]

Z implikacji tej, po zastosowaniu prawa transpozycji i prawa de Morgana,
otrzymuje si¢ implikacje:

YW [ (W eW)v(WeW)]|>—EFWVX[XeW=-(XeX)]}

Po oderwaniu poprzednika pozostaje:

~@AWVX[ X eW =—(X e X)]}

W ten sposob zostata udowodniona negacja pewnego specjalnego przypadku
pewnika definicyjnego*’, a mianowicie pokazano, ze nie istnieje zbior wszyst-
kich zbiorow, ktore nie sa swoimi wlasnymi elementami. Mozna stad wyciagnaé
wniosek, ze w schemacie pewnika definicyjnego funkcja zdaniowa ¢(x) nie
moze by¢ kazdy dowolny napis. To odkrycie dato impuls do znalezienia spo-
sobow usunig¢cia antynomii powstatych w teorii mnogo$ci. Sposoby te zostang
zaprezentowane w kolejnej czesci pracy.

3. Sposoby usuwania antynomii

Proby usunigcia antynomii, a tym samym zbudowania spdjnych podstaw ma-
tematyki, byly w naukach matematycznych stymulatorem wielu poszukiwan.
Rezultatem tych poszukiwan staty si¢ takie filozoficzne prady jak logicyzm, in-
tuicjonizm i formalizm. Nurty te (szczegodlnie logicyzm i formalizm) korzystaty
z aparatu technicznego, ktorego dostarczyla powstata na przetlomie XIX i XX
wieku logika matematyczna®.

Dos$¢ szybko zauwazono, ze zrodlem teoriomnogosciowych antynomii jest
rownoczesne przyjecie dwoch zalozen. Pierwsze z tych zatozen to nieograniczo-
ny aksjomat komprehensji stwierdzajacy, ze dla kazdego warunku sensownego
(dla kazdej formy zdaniowej) istnieje zbior wszystkich i tylko tych przedmiotow,
47 Por. A. Mostowski, Logika matematyczna: kurs uniwersytecki, Warszawa-Wroclaw, 1948,

s. 210.
4 Por. R. Murawski, Filozofia matematyki, s. 68.
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ktore spetniaja ten warunek. Drugie zalozenie to przyjecie, ze sensowna jest forma
zdaniowa o postaci —(A € A) stwierdzajaca, ze zbidr A4 nie jest swoim elemen-
tem. Przyjmujac te zatozenia, wprowadza si¢ definicje zbioru wszystkich i tylko
tych zbiorow, ktore nie sa swoimi elementami, co prowadzi do antynomii. Aby
usung¢ te antynomie trzeba zatem badz ograniczy¢ aksjomat komprehensji, badz
przyjac ograniczenie dotyczace sensownosci wyrazen. Pierwszy sposob jest sto-
sowany w systemach aksjomatycznej teorii mnogosci, a drugi w teorii typow
logicznych®. Te dwie teorie zostang zaprezentowane ponize;j.

3.1. Teoria typow

Teoria typow jest systemem logicznym pochodzacym od Whiteheada i Rus-
sella. System ten obejmuje rachunek zbiorow i teorig relacji. Cho¢ teorig typow
Russell przedstawit najpierw w The Principles of Mathematics z 1903 r., to zna-
lazta ona swoj dojrzaty wyraz dopiero pig¢ lat pozniej w jego artykule Mathema-
tical Logic as Based on the Theory of Types opublikowanym w American Journal
of Mathematics, nr 30 (1908), a dopiero potem w monumentalnym dziele, stwo-
rzonym wraz z Whiteheadem, Principia Mathematica (1910 — 1913). Teoria ty-
poéw pojawita sie w dwoch wersjach: prostej (1903) i rozgalezionej (1908)°.

Russell nigdy nie ukrywal, Zze zadanie stworzenia systemu wolnego od an-
tynomii przysporzyto mu sporo klopotoéw i trwalo kilka lat. O swojej drodze do
rozwigzania tego problemu napisat w ksiazce pt. Mdj rozwdj filozoficzny (wyda-
nej w 1959 r.). Naszkicowal tam, jaki sposdb rozumowania doprowadzit go do
zamierzonego celu. Zauwazyl, ze gdy stwierdza si¢ wszystkie wartosci funkcji fx,
jezeli to, co si¢ stwierdza, ma by¢ okreslone, to wartos¢, jaka x moze przybrac,
musi by¢ rowniez okreslona. Inaczej mowigc, musi istnie¢ pewna totalnosé¢ moz-
liwych warto$ci x. Jezeli tworzy si¢ nowe wartosci okreslone w terminach tejze
totalnosci, to wydaje si¢ ona rozszerzac i w ten sposob nowe wartosci, odnoszace
si¢ do niej, beda si¢ odnosity do owej rozszerzonej totalnosci. Ale, jak zauwaza
Russell, poniewaz wartosci te muszg si¢ w niej zawieraé, nie moze ona nigdy ich
dogonic¢. Ten proces autor porownuje do skakania na cien wlasnej glowy. Dalej
przywotuje on antynomi¢ ktamcy. Twierdzi, ze trzeba zawsze rozréznia¢ miedzy
twierdzeniami, ktore odnoszg si¢ do jakiej$ catosci twierdzen i twierdzeniami,
ktore sie do niej nie odnosza. Tu trzeba wprowadzi¢ wazne ograniczenie, polega-
jace na tym, ze twierdzenia o calosci twierdzen, nigdy nie mogg by¢ tej catosci
elementami. Zatem klamca powinien powiedzie¢: ,,Wypowiadam teraz fatszywe
twierdzenie pierwszego stopnia, ktore jest falszywe”. Wypowiedz ta jednak jest

4 L. Borkowski, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, s. 215.
30 Zob. http://plato.stanford.edu/entries/russell-paradox/ (21.03.2011).
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sama w sobie twierdzeniem drugiego stopnia. Klamca nie wypowiada wigc zad-
nego twierdzenia pierwszego stopnia, stad to, co mowi, jest po prostu fatszem,
i dowod, ze jest jednoczes$nie prawdg — upada.

»Okazuje si¢, ze we wszystkich paradoksach logicznych istnieje jaki$ rodzaj
samozwrotnosci, ktory nalezy zakwestionowac na tej samej podstawie, to zna-
czy, ze zaktada jako element calosci co$ odnoszacego si¢ do tej catosci, co moze
mie¢ okreslone znaczenie tylko pod warunkiem, ze cato$¢ zostata juz przedtem
ustalona™".

Principia Mathematica dalo odpowiedz na pytanie o mozliwo$¢ budowy
spojnych podstaw matematyki. Autorzy opisali teori¢ typow, na gruncie kto-
rej antynomie juz nie zachodzily, poniewaz zdania antynomialne nie byty tam
zdaniami sensownymi. Teoria typow zostala pozniej gruntownie zreformowana
przez Leona Chwistka i Franka Plumptona Ramseya. To wiasnie od Ramseya
pochodzi podziat antynomii na:

(a) logiczne: antynomia Russella, antynomia zbioru wszystkich zbioréw, antyno-
mia Burali-Fortiego,
(b) semantyczne: antynomia klamcy, antynomia Richarda, antynomia Bary’ego.

Rozgaleziong teorie typow zastapila z czasem prosta teoria typow sformuto-
wana przez Chwistka i Ramseya. Okazalo si¢, ze zalozenia prostej teorii typow
s3 wystarczajace, by usung¢ antynomie logiczne i teoriomnogosciowe™. Z tego
powodu jedynie prosta postac teorii typow zostanie zaprezentowana w niniej-
szej pracy.

Prosta teoria typow bierze pod uwage dwa rodzaje przedmiotow: indywidua
oraz r6éznego rodzaju relacje. Szczegdlnym przypadkiem sg relacje jednoargu-
mentowe, ktore mozna nazwaé wilasnosciami lub zbiorami. Niech R(x) bedzie
relacjg jednoargumentowa x jest koniem. Wowczas bycie koniem jest zardOwno
wiasno$cia kazdego indywiduum, spetniajacego relacje R, jak i okresla zbior,
ktorego elementami sa przedmioty spetniajace relacj¢ R.

Teoria typow swa nazwe wzigta stad, ze hierarchizuje ona przedmioty, r6zni-
cujac ich typy:

(a) indywidua — typ *,

(b) relacje jednocztonowe, wlasnosci lub zbiory przedmiotdow najnizszego typu
czyli indywiduow — typ (*),

(c) relacje dwuczionowe zachodzace miedzy przedmiotami najnizszego typu —
typ (*,%),

1 B. Russell, My Philosophical Development, Londyn 1975, s. 62-63. Takze [w:] R. Murawski,
Filozofia matematyki, s. 263-264.

52 Antynomie semantyczne usuwa si¢ za pomoca reformy jezyka niezaleznej od idei podziatu na
typy. Zob. L. Chwistek, Antynomie logiki formalnej, ,,Przeglad Filozoficzny” 24 (1921)s. 164-171.
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(d) relacje k-cztonowe zachodzace migdzy przedmiotami najnizszego typu — typ
*LRL*, ¥, gdzie ke N.

17 2 3.,

Oproécz tego typy logiczne dziela si¢ na rzedy. Rzad typu okresla si¢ na dro-
dze indukcyjnej. Do rzedu 0 nalezy tylko typ indywiduéw. Do rzedu n-go nalezg
typy relacji, ktérych czlonami sg przedmioty o typach rzedu k <n 1 takie, ze
przynajmniej jeden z tych czlondéw jest przedmiotem typu nalezacego do rzedu
(n-1)-go>. W sposob uproszczony przedstawia to ponizsza tabela:

Tabela 1. Przyklady typow relacji poszczegélnych rzedéw

Rzad Przyktady typow relacji
0 *
1 (*)’ (*,*)’ (*’*’*)’ (*’*,*,*)
2 (), (%)), (%%, () (*,%)), ((*),*), ((*,%),*,%), *, (*,%),%), ((),(*,%),*)
3 (), (5N, {5, (D), (D), ((F),*,%),*,*

Autonomicznym fragmentem teorii typoéw, waznym z punktu widzenia tej
pracy, jest ogolna teoria klas. Jest ona fragmentem teorii typow dlatego, ze roz-
waza si¢ w niej tylko indywidua i relacje jednoargumentowe, czyli zbiory. Wazne
jest tu zastrzezenie, ze elementami zbioréw moga by¢ przedmioty rzedu doktad-
nie o jeden nizszego od rz¢du zbiordéw, co przedstawia ponizsza tabela:

Tabela 2. Przyklady typéw odpowiadajacych ré6znym rzedom w teorii klas
Rzad 0 1 2 3 4
Typ * *) (@) (@) ((W)))

Mostowski zauwaza, ze podzial przedmiotow na typy jest bardzo naturalny.
Nie jest on obcy takze gramatyce, ktora ,,odroéznia rzeczowniki (nazwy indywi-
duéw) od przymiotnikow i czasownikow (nazw wilasnosci), przy czym jedno i to
samo stowo zazwyczaj nie nalezy jednocze$nie do obu tych czesci mowy (przy-
najmniej w wigkszosci jezykow europejskich)™>,

W jaki sposdb prosta teoria typow rozwigzuje problem teoriomnogos$ciowych
antynomii? Jak zostalo wspomniane na poczatku tego rozdziatu, teoria typow
jest dziedzina, ktora wprowadza pewne ograniczenie dotyczgce sensownos$ci
wyrazen. Zgodnie z jej kryteriami, wyrazeniem sensownym o postaci x* €” y",
gdzie k, m, n sa oznaczeniami typow, moze by¢ tylko takie wyrazenie, w kto-
rym m=n=(k+1), to znaczy, ze przedmiot danego typu moze naleze¢ tylko

33 Por. H. Stonert, Teoria typéw, prosta, [w:] W. Marciszewski [red.], Mala Encyklopedia Logiki,
Wroctaw-Warszawa-Krakow, 1970, s. 318-319.
% A. Mostowski, Logika matematyczna: kurs uniwersytecki, s. 206.
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do takiego zbioru, ktorego typ jest o jeden wyzszy, niz typ tego przedmiotu.
W przeciwnym wypadku wyrazenie jest bezsensowne — jest to zestawienie zna-
kow ,,majace tylko z pozoru gramatyczng posta¢ zdania™* i mogace prowadzi¢
do antynomii. Wyraznie to wida¢, probujac na gruncie teorii typow zbudowac
antynomi¢ Russella. Aby to uczyni¢, trzeba by najpierw zapisa¢ aksjomat kom-
prehensji w postaci odpowiadajacej teorii typow:

EVAND & [Xm ek 7k = (p(Xm)]

Zgodnie z kryteriami teorii typow, w powyzszym wyrazeniu k=(m+1),
a zatem:

3z [ X7 et 2 = p(x™) |

Antynomig¢ Russella buduje si¢ definiujac klase zawierajaca wszystkie i tylko
te zbiory, ktore nie sa swoimi elementami, czyli:

Xm em+l Zm+1 E)(m gm-%—l Xm

Ten krok, jednak, prowadzi do powstania po prawej stronie rownowaznos$ci
wyrazenia, ktore jest bezsensowne:

Xm em-%—l Xm

Zbior typu m moze naleze¢ tylko do zbioru typu m+I, a nie, jak powyzej,
do zbioru typu m. Nie da si¢ tym samym w teorii typow doprowadzi¢ zarowno
do antynomii Russella, jak i do pozostatych antynomii, ktérych konstrukcja jest
analogiczna. Za wyrazenie ¢(x) w pewniku definicyjnym nie wolno podstawia¢
kazdego dowolnego napisu.

W przypadku antynomii zbioru uniwersalnego, czy zbioru wszystkich zbiorow,
wyrazenie mowiace, ze zbior uniwersalny (lub zbior podzbiorow) V” jest zawarty
w zbiorze V" jest bezsensowne, poniewaz zbior uniwersalny (lub zbior podzbio-
réw) V" musi by¢ zbiorem typu n+1. Trzeba by zatem zapisa¢: V"™ <" V", co
jest niezgodne z zatozeniami teorii typow>S.

Mimo ze teoria typow przezwycig¢za problem antynomii, nie jest ona wolna
od pewnych klopotliwych ograniczen. Jednym z nich jest tzw. systematyczna

5 Tamze, s. 214.

3 Zawieranie si¢ zbioru (0znaczone symbolem C ) podlega w teorii typoéw tym samym regutom,
co whasciwos¢ nalezenia do zbioru ( €), a zatem symbol zawierania w teorii typow powinien by¢
réwniez za kazdym razem opatrzony stosowym indeksem, wskazujacym na typ zawierania: " .
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wieloznacznos$¢ pojec. Polega ona na tym, ze na przyklad przy probie zdefinio-
wania relacji inkluzji relacje¢ t¢ mozna okresli¢ zarowno dla zbiorow typu (*), jak
i dla zbioréw typu ((*)) itd. Kazda z tych relacji trzeba jednak zdefiniowaé w inny
sposob i przeprowadzi¢ dla niej odrebny dowdd. Forma tych definicji i prze-
bieg dowodow sa za kazdym razem prawie takie same. Jedyng roznicg jest to, ze
zmienne jednego typu zastepuje si¢ zmiennymi innego typu. Tq samg niedogod-
noscig jest tu obarczone takze pojecie zbioru pustego: zbior pusty typu (*) jest tu
czyms$ innym, niz zbior pusty typu ((*)).

Kolejny problem to niemozliwo$¢ rozwazania wlasnosci, ktore przystuguja
zarowno indywiduom, jak i zbiorom indywidudéw, zbiorom takich zbiorow itd.,
tymczasem w matematyce istnieje potrzeba takich analiz®’.

Te 1 inne ograniczenia sprawily, ze wspotczesna teoria mnogosci nie jest bu-
dowana na gruncie teorii typow logicznych.

3.2 Aksjomatyzacja teorii mnogosci

Pierwszej aksjomatyzacji teorii mnogosci dokonat Ernst Zermelo. W roku
1908 zamiescit on w czasopiSmie Mathematische Annalen prace zatytulowang
Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre. We wprowadzeniu do
tej pracy pisat: ,,Majac na uwadze antynomi¢ Russella [...] zbioru wszystkich
zbiorow, ktore nie sg wlasnymi elementami, nie wydaje si¢ dtuzej mozliwe przy-
pisywanie dowolnemu logicznie definiowalnemu pojeciu jakiego$ zbioru lub
klasy jako zakresu. Ogdlna Cantorowska definicja zbioru (1895) jako «zebrania
w jedng cato$¢ dobrze odréznionych przedmiotow naszego ogladu czy naszych
mysli» zatem z pewno$cig wymaga pewnych ograniczen. W tych okolicznosciach
nie pozostaje nic innego jak podgza¢ w przeciwnym kierunku i, zaczynajac od
teorii zbiorow jako historycznie danej, poszukiwaé zasad potrzebnych dla usta-
nowienia fundamentéw tej dyscypliny matematycznej 8.

Zermelo podal siedem aksjomatow, ktore nie prowadza do znanych antyno-
mii. Miat on zwyczaj opisywania swoich twierdzen stowami, nie uzywajac jezy-
ka symbolicznego.

I.  Aksjomat ekstensjonalnosci: Jesli dowolny element zbioru M jest takze

elementem zbioru N i vice versa, jesli zatem zarazem M c N i N c M , wtedy
zawsze M = N, lub krécej: kazdy zbior jest okreslony przez swoje elementy™.

37 Zob. A. Mostowski, Logika matematyczna: kurs uniwersytecki, s. 219-220.
58 E. Zermelo, Investigations in the foundations of set theory, [w:] J. van Heijenoort [red.], From
Frege to Gddel, s. 200 (ttum. za L. Gruszecki, U zZrodet poje¢ mnogosciowych, s. 259).

39 MCNEVx(xeM—nceN)
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II.  Aksjomat zbiorow elementarnych: Istnieje pewien (fikcyjny) zbior,
zbior pusty 0, ktory nie zawiera zadnych elementow. Jesli a jest pewnym przed-
miotem dziedziny, to istnieje zbidr {a} zawierajacy a i tylko a jako swoj element;
jesli a i b sa dwoma obiektami dziedziny, to zawsze istnieje zbidr {a,b} zawiera-
jacy jako elementy a i b, ale nie zawierajacy zadnego przedmiotu x réznego od
aib.

IIl.  Aksjomat wyrozniania: Jesli tylko funkcja zdaniowa Q‘E(x) jest okreslo-
na dla wszystkich elementéw zbioru M, to M posiada podzbior M, zawierajacy
jako elementy doktadnie te elementy x zbioru M, dla ktérych Qi(x) jest zda-
niem prawdziwym.

IV. Aksjomat zbioru potegowego: Dowolnemu zbiorowi 7 odpowiada inny
zbior UT , zbior potegowy zbioru T, ktory zawiera jako elementy dokladnie
wszystkie podzbiory T.

V. Aksjomat sumy: Dowolnemu zbiorowi T odpowiada zbiér &7 , suma
zbioru T, ktory zawiera jako elementy doktadnie wszystkie elementy elementow
zbioru 7.

VI. Aksjomat wyboru: Jesli T jest zbiorem, ktérego elementami sg zbiory
rézne od zbioru 0 i wzajemnie rozlaczne, to jego suma ST zawiera przynajmnie;j
jeden podzbior §, majacy jeden i tylko jeden element wspolny z kazdym elemen-
tem zbioru 7.

VII. Aksjomat nieskonczonosci: Istnieje w dziedzinie co najmniej je-
den zbidr Z, ktory zawiera zbidr pusty jako swoj element i jest tak utworzony,
ze kazdemu z jego elementdw a odpowiada dalszy element postaci {a}; inaczej
mowiac, jest to zbidr, ktory wraz z kazdym elementem a zawiera rowniez odpo-
wiadajagcy mu zbior {a} jako element®.

Nalezy zauwazy¢, ze aksjomat III (aksjomat wyrdzniania) jest poprawiong
wersja aksjomatu komprehensji i mozna go zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

VB3AVx(x€ A=xe€ B Ap(x))

Aksjomat powyzszy stwierdza, ze dla kazdego warunku sensownego (p(x)
i dla kazdego zbioru B istnieje podzbiér zbioru B ztozony z tych i tylko tych
elementow zbioru B, ktore spelniajg warunek (p(x). Na tej podstawie zamiast
definicji zbioru tych zbiorow, ktore nie sg swoimi elementami, otrzymuje si¢ row-
nowaznos¢:

AeR=AcBAr—-Aec A

0 E. Zermelo, Investigations in the foundations of set theory, [w:] J. van Heijenoort [red.], From
Frege to Gadel, s. 201-204.
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To nie prowadzi do antynomii, gdyz podstawienie za zmienng A statej R
daje rownowazno$¢:

ReR=ReBA—ReR

Z réwnowaznosci tej wynika tylko, ze —Re€ B.

Zadaniem aksjomatu wyrdzniania jest zatem ograniczenie rozmiaru zbiorow
wprowadzanych przez funkcje go(x) . Zbiory moga by¢ wprowadzane tylko jako
podzbiory juz istniejgcych zbiorow®!.

Teoria typow i aksjomatyka teorii Zermelo nie sg jedynymi drogami, na kto-
rych prébowano unikng¢ antynomii. W jednej z alternatywnych teorii mnogo-
$ci powstat pomysl, by odr6zni¢ dwa rodzaje wielosci: zbiory i klasy. Kazdy
zbior jest klasa, lecz nie kazda klasa jest zbiorem: ,,[...[«Zbiory» s3 to [takie]
zbiory, ktére (we wczesniejszej terminologii) nie sg «za duzey, a «klasy» sg to
wszystkie wielo$ci (Gesamtheiten) niezaleznie od swojego «rozmiaru». Klasa
moze by¢ argumentem wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiorem™2. Ogdlnie mo-
wigc, klasa wtedy jest zbiorem, gdy jest elementem jakiej$ klasy. W ten sposéb
system von Neumanna-Bernaysa-Godla dowodzi, ze pewne klasy nie sa zbiora-
mi, np. klasa uniwersalna, klasa wszystkich zbioréw, klasa wszystkich liczb po-
rzadkowych. Zadna klasa nie moze by¢ argumentem X w wyrazeniu typu X €Y,
czy tez w wyrazeniu X Y, wiec nie da si¢ zbudowac przy ich pomocy anty-
nomii.

Dzis$ powszechnie przyjmuje si¢ teori¢ ZFC (czyli Zermelo-Fraenkla z aksjo-
matem wyboru). Na jej ksztalt miata wplyw przede wszystkim praktyka mate-
matyczna. Nie znaczy to, Ze nie istniejg inne systemy. Wrgcz przeciwnie: mozna
moéwic o ,,wielu teoriach mnogosci”, ktore probuja ujac¢ w system aksjomatycz-
ny rézne wezesniejsze sposoby uzycia termindéw mnogosciowych. Niewatpliwie
jednak problemowi znalezienia solidnych podstaw matematyki zaradzono sku-
tecznie.

Z.akonczenie

Celem niniejszej pracy bylo pokazanie roli, jaka odegrat aksjomat kompre-
hensji w dziejach teorii mnogosci. Z jednej strony konsekwencje omawianego
aksjomatu zburzyly podstawy, na ktoérych probowano w poczatku dwudziestego

o1 Por. L. Borkowski, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, s. 218.
62 J. von Neumann, An axiomatization of set theory, [w:] J. van Heijenoort [red.], From Frege to
Gadel, s. 403 (thum. wlasne).
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wieku budowac teori¢ mnogosci, z drugiej, natomiast, aksjomat ten dat impuls do
wypracowania w teorii zbioréw bardziej precyzyjnych rozwigzan.

Chronologicznie mozna wyrozni¢ trzy etapy refleksji nad uzytecznos$cig
pewnika abstrakcji. Najpierw wydawal si¢ on by¢ skutecznym wynalazkiem,
mogacym stuzy¢ za przydatne narz¢dzie myslenia nie tylko na ptaszczyznie zdro-
worozsadkowej, lecz rowniez na gruncie filozofii, teorii mnogosci czy matema-
tyki. Jesli chodzi o teori¢ mnogosci, stanat on u samych jej podstaw, definiujac
zbidr w ogdlnosci (a to przeciez wlasnie od definicji zbioru i relacji nalezenia
teoria mnogosci si¢ zaczyna). Na tym pierwszym etapie rola aksjomatu kompre-
hensji byla zatem pozytywna.

Drugi etap to zawod zwigzany z niespelnionymi oczekiwaniami matematy-
kow, ktorzy wykryli, ze aksjomatu komprehensji nie wolno uzywac¢ we wszyst-
kich sytuacjach bez zadnych ograniczen, poniewaz niekiedy moze prowadzi¢
on do antynomii. Cho¢ jego intuicyjne zastosowanie nie rodzilo weczesniej wigk-
szych komplikacji, to aksjomat ten zastosowany w naukach formalnych oka-
zat si¢ by¢ zawodnym. Na tym etapie rozwoju teorii zbiordw nie patrzono na
aksjomat komprehensji zbyt przychylnym wzrokiem. Pojawilo si¢ pytane, czy
jest jeszcze sens go utrzymywac, czy tez trzeba go radykalnie odrzucié. Zaczgto
podejrzewac, ze zawodng moze okazac si¢ cata Owczesna matematyka oraz ze,
by¢ moze, nauka budowala przez lata matematyczng wiezg Babel, ktora teraz
chwiejac si¢ w podstawach, grozi zawaleniem. Z czasem powstaty jednak pomy-
sty, ktore pozwolity bardziej optymistycznie spojrze¢ na przysztos¢ matematyki.

Na trzecim etapie ewolucji teorii zbioréw odkryto, Ze intuicje, jakie wyraza
aksjomat komprehens;ji, sa wlasciwe, stad nie trzeba z nich definitywnie rezy-
gnowacé — wystarczy je tylko uscislic. W ten sposob sformutowano w miejsce
aksjomatu komprehensji aksjomat wyrdzniania, ktory glosit niemal to samo, ale
nie byl juz zrédlem antynomii. Innym sposobem uniknigcia antynomii stala si¢
teoria typow, ktora przyjmowata niezmieniony aksjomat komprehensji, lecz jego
stosowanie bylo rygorystycznie obwarowane. Zarowno w przypadku teorii ty-
pow, jak i aksjomatyzacji teorii mnogosci, metode usuni¢cia antynomii znamio-
nowal ten sam pomyst: niedopuszczenie do samozwrotno$ci. To co§ w rodzaju
wykluczenia przypadku Barona Miinchhausena — bohatera literackiego, ktory,
wbrew wszelkim prawom, miat podobno sam siebie wyciagna¢ za wlosy z bagna.
Podobnego poréwnania uzyt sam Russell, gdy opowiadat, jak zdemaskowat btad
w rozumowaniu prowadzacym do antynomii — mowit, ze samozwrotnos$¢ to jak
skakanie na cien wlasnej gtowy: gdy si¢ na niego wskoczy, juz si¢ na nim nie jest.

Warto zauwazy¢, ze samozwrotno$¢ doprowadzita takze do powstania an-
tynomii semantycznych, ktorych analiza moglaby by¢ rozwinigciem niniejszej
pracy. Mozna by réwniez kontynuowa¢ mysli zwigzane z ideg istnienia (nie-
istnienia) zbioru wszystkich zbiorow, czy zbioru uniwersalnego, i sprobowaé
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wskaza¢, jakie znaczenie miatoby to istnienie (nieistnienie) dla wspotczesnej
matematyki. Godne uwagi jest przesledzenie, w jaki sposob przyjecie okreslo-
nego sposobu uprawiania teorii mnogosci wptywa na stanowisko danego autora
W sporze o uniwersalia.

Probujac ostatecznie oceni¢ rolg aksjomatu komprehensji w rozwoju teorii
zbioréw, mozna $§miato powiedzie¢, ze mimo wszystko jest ona pozytywna. Cho-
ciaz stat si¢ on solg w oku dla niejednego matematyka, to przeciez przyczynit si¢
do znalezienia i wyeliminowania wielu btedow. Wypada wigc na koniec zawotac,
parafrazujac liturgiczny tekst: ,,O szczesliwa wina, skoro data si¢ zgtadzi¢ tak
wielkiemu odkryciu”.

Summary

The Role of the Comprehension Axiom in Development
of the Set Theory

The publication of Georg Cantor’s ,,Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reel-
len algebraischen Zahlen® in the 1874 gave birth to the new scientific discipline — set the-
ory. One of the main points of the Cantor’s theory was the axiom of comprehension which
states that for any formula there exists a set consisting of only those elements that satisfy
this formula. This axiom played a significant role in the development of the set theory
in the 19th and 20th centuries. On the one hand it seemed indispensable for a consistence
of theory, but on the other it turned out to be a ,,saboteur” that destroyed the very basis of
mathematics. The paper presents the origins and the importance of comprehension axiom:
its applications and dangers that it brings. It attempts also to answer the question wheth-
er is this axiom indeed indispensable in the set theory or it could (or even should) be
replaced with some other formula.
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