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Aksjomat regularnosci a regularnos¢ zbioru

Wstep

Aksjomat regularno$ci (zwany takze aksjomatem ufundowania) pojawit sie
na gruncie teorii mnogosci w zwigzku z potrzeba wykluczenia z pola rozwazan
zbioréw nieufundowanych. Pierwszych §ladow tego aksjomatu mozna si¢ do-
szuka¢ w artykule Johna von Neumanna Eine Axiomatisierung der Mengenlehre
z 1925 r.!. Autor artykutu zauwaza, iz komplet aksjomatoéw, zaproponowanych
w 1908 r. przez Ernsta Zermelo, wcale nie gwarantuje, ze oprocz zbiorow ,,po-
zadanych” nie pojawig si¢ w dziedzinie takze zbiory ,,zbyteczne” typu:

A={4}

lub tez:

A ={4}, 4H={4}, ..

Aby wypetic¢ aksjomatyczna ,,luke”, von Neumann przywoluje sformuto-
wany kilka lat wczes$niej przez Abrahama Fraenkla tzw. aksjomat ograniczenia,
gloszacy, ze nie istnieja zadne inne zbiory oprécz tych, ktorych istnienie da si¢
wywies$¢ z aksjomatow?. Von Neumann doktada wszelkich staran, by aksjomat
regularno$ci przedstawi¢ w mozliwie formalny sposob’.

Do systemu Zermelo pewnik ufundowania zostaje dotaczony dopiero
w roku 1930. W uzasadnieniu swojej decyzji matematyk stwierdza: ,,| Aksjomat

! Warto zauwazy¢, ze idea wykluczenia z teorii mnogosci zbiordw anormalnych pojawila sie
takze u Mirimanoffa (1917-1920).

2 Zob. A. Fraenkel, Zu den Grundlagen der Cantor-Zermeloschen Mengenlehre, ,Mathematische
Annalen 86 (1922) s. 230-237.

3 Zob. J. von Neumann, An axiomatization of set theory, [w:] I. van Heijenoort, From Frege to
Godel, Harvard University Press, Cambridge 1967, s. 403-405.
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ufundowania], ktory wyklucza wszystkie zbiory cyrkularne: w szczegdélnosci
zbiory bedace swoimi wlasnymi elementami oraz zbiory pozbawione korzeni,
zawsze byt speliony w teoriomnogo$ciowej praktyce i stad, jak na razie, nie
prowadzi do istotnego ograniczenia teorii”™. Od tego momentu aksjomat ten jest
obecny w teorii mnogos$ci az po dzi$ dzien, a jego zadaniem ma by¢ gwarancja
intuicyjnej struktury zbiorow.

Okazuje si¢ jednak, ze $wiat nauki nie jest zgodny co do stuszno$ci przyj-
mowania tego pewnika. Badacze zwykle obieraja wzgledem niego jedna
z dwoch postaw. Pierwsza grupa to ci, ktorzy sa przekonani, ze aksjomat regu-
larnosci jest fundamentalny dla rozumienia poj¢cia zbioru, a wigc jest on jedng
z najwazniejszych formut teorii. Inni z kolei twierdzg ze, w odrdznieniu od po-
zostalych aksjomatow teorii ZFC, aksjomat ufundowania nie wyraza zadnych
powszechnie akceptowanych matematycznych zasad i jest on tylko jednym
z nieszkodliwych elementow higieny logika®.

1. Zbiory ufundowane i nieufundowane

W sensie potocznym zbior jest pewng kolekcja roznych ,,przedmiotow”, kto-
re traktujemy jako cato$¢ (jednosc). Dla naszych rozwazan nie ma znaczenia,
czy sa to przedmioty mysli, czy jakiekolwiek inne przedmioty (problem miejsca
zbiorow w strukturze ontycznej $wiata moglby by¢ tematem innego opracowa-
nia). Podkresli¢ natomiast trzeba, ze teoria mnogo$ci rozwaza zbiory w sensie
dystrybutywnym, a podstawowga relacja, konstytuujaca zbior dystrybutywny,
jest relacja I nalezenia.

Najczesciej przyjmowana wersja teorii mnogosci — Zermelo-Fraenkla z ak-
sjomatem wyboru (ZFC) — dopuszcza istnienie tylko takich zbioréw, ktore sg
zgodne z intuicjg. W teorii ZFC kazdy zbior (oprocz zbioru pustego) posia-
da elementy begdace zbiorami, przy czym w procesie konstruowania element
zbioru jest zawsze pierwotny w stosunku do tego zbioru. Znaczy to, ze dopie-
ro dysponujgc pewnymi elementami mozemy z tychze elementow utworzy¢
zbior. Ponadto w ZFC istniejg elementy ostateczne: podczas gdy w teorii Ze-
rmelo (Z) elementem ostatecznym mogt by¢ zbior pusty oraz tzw. urelemen-
ty (atomy) — czyli obiekty niebedace zbiorami, to w teorii ZFC role elementu
ostatecznego pemi jedynie zbior pusty. Elementy ostateczne posiada kazdy
zbidr (oprocz zbioru pustego, ktory nie posiada zadnych elementéw). Sa one
4 E. Zermelo, Uber Grenzzahlen und Mengenbereiche. Neue Untersuchungen iiber die Grundla-

gen der Mengenlehre, ,,Fundamenta mathematicae™ 16 (1930) s. 31.
5 Por. J. Barwise, L. Moss, Hypersets, ,,Mathematical Intelligencer” 13 (1991) s. 32.
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swoistym ,,fundamentem”, stad mowimy, ze wszystkie zbiory w teorii ZFC
sg ufundowane. Analogicznie — zbiory nieufundowane bytyby to takie zbiory,
ktore nie posiadaja ostatecznych elementow, czyli podstawowego ,,budulca”.
W tym wypadku ciag typu

...€A3 EA2 EA]EA

szedtby w nieskonczono$¢. Zbiory nieufundowane nazywamy inaczej hiper-
zbiorami.

2. Ogolna charakterystyka hiperzbioréw

Aksjomat regularnosci glosi, ze w systemie ZFC nie istniejg zbiory nie-
ufundowane. By lepiej zrozumie¢ sens tej wypowiedzi, trzeba najpierw odpo-
wiedzie¢ na pytanie, jaki moglby by¢ powod tego, ze dany zbidr jest nieufun-
dowany. Pierwszy mechanizm, ktory prowadzi do powstania takiego zbioru, to
znane juz od dawna zjawisko samozwrotnosci. Samozwrotnos¢ jest odpowie-
dzialna za powstawanie teoriomnogosciowych antynomii, odkrytych juz w kon-
cu XIX w. Do samozwrotnosci dochodzi wtedy, gdy okreslamy zbidr, ktorego
elementem jest on sam:

A={4

Cho¢ jest to zbior, posiadajacy doktadnie jeden element, ma on struktu-
r¢ nieufundowang:

..edeAcAde...

W tym przypadku do powstania hiperzbioru prowadzi ,,quasi-rekurencja”,
a proba okreslenia zbioru 4 wymusza nieskonczony ciag operacji. Wida¢ wy-
raznie, ze zbidr A4 jest pierwotny w stosunku do swojego elementu:

A= {{ -

Kiedy Zermelo dotacza aksjomat ufundowania do swego systemu, twier-
dzi, ze chce przez to wykluczy¢ wszystkie zbiory cyrkularne: w szczego6lnosci
zbiory bedace swoimi wlasnymi elementami, a w ogdlnosci wszystkie zbiory
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pozbawione korzeni (urelementéw)®. Wydaje si¢ zatem, ze zbiory typu A = {A}
sg szczegdlnym przypadkiem zbiorow pozbawionych korzeni. Czy zatem
mogltby by¢ jeszcze inny powdd nieufundowania, niz bycie swoim wlasnym
elementem? Wydaje si¢, ze tak. Wystarczy, nie zastanawiajgc si¢ nad jako-
Scig elementow, tak zdefiniowaé zbidr wyjsciowy, by nie posiadat on elemen-
tu najmniejszego wzgledem relacji nalezenia. Nie musi to by¢ dziatanie ,,auto-
matyczne”, jak bylo w przypadku samozwrotnosci. W tym miejscu warto si¢
poshuzy¢ metafora. Ot6z, w naukach empirycznych mamy do czynienia z od-
krywaniem coraz do nowych, bardziej ,,podstawowych” czastek elementarnych.
Jeszcze do niedawna wierzono, ze najmniejsza niepodzielng czastkg Swiata jest
atom. Ten poglad obowiazywat tak dtugo, jak dtugo nie odkryto, ze w samym
atomie mozna znalez¢ zrdznicowanie na jadro i elektrony. Nie uptyneto wiele
czasu, a okazalo si¢, ze takze jadro atomu to nie pojedyncza czastka, ale pro-
ton 1 neutron. Do tego dochodza fotony, kwarki itd. Wraz z rozwojem nauki
»wchodzi si¢” coraz dalej w glab materii, odkrywajac istnienie nowych czgstek,
przy czym kazda czastka rozni si¢ od pozostatych (dzi$ znamy ponad dwiescie
czgstek elementarnych). Mozna zada¢ sobie pytanie: czy ten proces dobiegnie
kiedy$ konca? Czy znajdziemy najmniejszg czastke?

Szukanie najmniejszej czastki elementarnej kojarzy si¢ raczej z mereologia
i z relacja < inkluzji. Wydaje si¢ jednak, ze ten przyktad dos¢ dobrze oddaje
ide¢ hiperzbiorow nie-samozwrotnych. Schematycznie taki rodzaj zbioru mozna
zapisa¢ w postaci tancucha:

€EAyeAeA A

gdzie dla kazdego m i n: jezeli m#n ,to 4, # A4,.

Podsumowujac mozna stwierdzi¢, ze istnieja dwa rodzaje zbioréw nie-
ufundowanych: (1) te, ktére sa swoimi wilasnymi elementami oraz (2) te,
ktorych elementami sg kolejne zbiory, ktorych elementami sa kolejne zbiory
i tak w nieskonczonos$¢ (przy czym w tym tancuchu zbioréw zaden zbidr nie
wystepuje wigcej, niz jeden raz). Wydaje sie, ze aksjomat regularnosci, kto-
rego zadaniem ma by¢ wygenerowanie uniwersum zbioré6w o ufundowanej
strukturze, powinien by¢ tak skonstruowany, aby obydwa powyzsze przypad-
ki uwzgledniat.

6 Por. E. Zermelo, Uber Grenzzahlen und Mengenbereiche. Neue Untersuchungen iiber die
Grundlagen der Mengenlehre, s. 31.
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3. Rozne postacie aksjomatu regularnosci

Istnieje wiele roznych wersji aksjomatu regularnosci. Zostang one przed-
stawione i omowione ponizej. Dla wigkszej przejrzystosci kazda z tych wersji
oznaczymy skrotem FA (z ang. foundation axiom) z kolejnymi cyframi.

FA1 Istniejg tylko te zbiory, ktore da si¢ wyprowadzi¢ z aksjomatow teo-
rii mnogosci.

Nie jest to stricte aksjomat regularnosci, lecz aksjomat ograniczenia, sfor-
mutowany w roku 1922 przez Fraenkla’. Zostal on jednak oznaczony jako
FA1 ze wzgledu na to, ze wyraza konstruktywistyczna mysl, zgodnie z ktora
przedmiotami matematyki moga by¢ tylko te obiekty, ktore da si¢ w danej teo-
rii skonstruowac¢. FA1 jest zapowiedzig kolejnych wersji FA (w szczegodlno-
$ci FAS).

FA2 Kazdy (malejacy) tancuch elementow, w ktorym dany wyraz jest elemen-
tem wyrazu poprzedzajacego, konczy si¢ urelementem o skonczonym in-
deksie. Albo, co sprowadza si¢ do tego samego: kazda dziedzina czgsciowa
T zawiera co najmniej jeden element 7/, ktory nie posiada zadnego elemen-
turwT.

Powyzsza formula pojawia si¢ pod nazwa Axiom der Fundierung w stynnej
pracy Zermelo® z 1930 r. Jak wspomnieliSmy, matematyk formutuje aksjomat
ufundowania po to, by wykluczy¢ zbiory cyrkularne, tzn. nieposiadajace osta-
tecznych elementéw. Zermelo jest teoriomnogos$ciowym ,,atomista”. Wyznaje
on poglad, ze zawsze muszg istnie¢ ostateczne elementy, z ktorych ,,zbudowane
sa” obiekty teorii mnogosci. Takimi elementami mogg by¢ zaré6wno indywidua
(urelementy), jak i zbior pusty (ktory pelni t¢ samg funkcjeg, co indywiduum, po-
niewaz jest obiektem, ktory nie posiada zadnego elementu).

FA2 z jednej strony wyklucza nieskonczong strukturg genetyczng zbiorow,
a z drugiej strony zapobiega sytuacji, w ktorej 4 € A, poniewaz gdyby tak byto,
wowczas tancuch:

...€AeAdeAe...
posiadatby nieskonczong liczbe wyrazow.
Podobnie wyklucza si¢ tu mozliwos¢, by jednoczesnie A€ B i Be A, po-

niewaz wowczas takze otrzymaliby$my nieskonczony tancuch typu:

7 Zob. A. Fraenkel, Zu den Grundlagen der Cantor-Zermeloschen Mengenlehre, ,Mathematische
Annalen® 86 (1922) s. 234.

8 E. Zermelo, Uber Grenzzahlen und Mengenbereiche. Neue Untersuchungen iiber die Grundla-
gen der Mengenlehre, s. 31.
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..AeBeAdeBe...

Ta wersja aksjomatu regularnosci implikuje kolejna jego postac:
FA3 Kazdy niepusty zbiér ma element I-minimalny.

Obiekt X jest elementem minimalnym w zbiorze uporzadkowanym przez
dang relacj¢ R wtedy, gdy nie istnieje obiekt od niego R-mniejszy. Wyraznie
wida¢, ze elementem minimalnym zbioru uporzadkowanego przez relacje I
nalezenia jest taki element X, ktory nie posiada zadnego elementu, czyli X jest
ostatnim wyrazem taficucha, o ktorym mowa w FA2. Zauwazmy, ze FA3 nie
wymaga, by urelement byt elementem najmniejszym’. Elementow minimalnych
(urelementéw) moze zatem by¢ wiele.

FA3 niechybnie prowadzi do réwnowaznego sformutowania obecnego w li-
teraturze:

FA4 Nie istnieje zbior X taki, ze dla pewnego ciggu zbiorow zachodzi nastgpu-
jaca wlasnos¢: ...e X, e...e XjeXpe X.

W r. 1930 Zermelo przedstawia projekt tzw. hierarchii kumulatywnej,
dzigki ktorej okresla uniwersum zbiorow rozwazanych w jego teorii. Nazy-
wa on ,,podstawowa sekwencjg” (Grundfolge) dobrze uporzadkowany zbior,
w ktorym kazdy element (z wyjatkiem elementu pierwszego, ktory musi by¢
urelementem) jest identyczny ze zbiorem wszystkich poprzedzajacych go
elementow'’:

o=, =l s=fuld). & =fuldfuld)

i tak dalej zgodnie z zasada:

8o+l = 8a U{ga}

oraz:

8a = 8p
P<a
dla liczby granicznej « .

Innymi stowy, podstawowa sekwencja to zbior, ktory zgodnie z FA3 jest do-
brze uporzadkowany przez relacj¢ I bycia elementem.

% Element najmniejszy to taki element zbioru uporzadkowanego przez dang relacje R, ze wszyst-
kie inne elementy sa od niego R-wigksze.

10 Zob. E. Zermelo, Uber Grenzzahlen und Mengenbereiche. Neue Untersuchungen iiber die
Grundlagen der Mengenlehre, s. 31-32.
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W tym miejscu nalezy poczyni¢ wazng uwage:

Zauwazmy, ze dla kazdego m i n:

Jezeli m<n,to g, €gy

co jest istotne dla dowodu FA6a ponize;.

Postugujac sie pojeciem hierarchii kumulatywnej, mozna sformutowaé kolejng

wersj¢ FA:

FAS Kazdy zbior jest elementem hierarchii kumulatywnej (w rozumie-
niu Zermelo).

Wyraznie widaé, ze iteracyjny mechanizm, opisany powyzej, zapobiega
temu, by w uniwersum pojawit si¢ zbior, ktory nie jest ufundowany. FAS nawia-
zuje w pewien sposob do FAT.

Adaptujac FAS do flagowej dzi$ teorii ZFC powiemy, ze kazdy zbior musi
by¢ elementem hierarchii kumulatywnej:

V=U,V&
gdzie: Vo =3, Vo =9Vs), Vo =UpVp dlaliczby granicznej o .

Mniej wigcej w tym samym czasie co Zermelo, swoja wlasng walke ze zbio-
rami nieufundowanymi podejmuje von Neumann. Jak wspomnieliSmy wyzej,
w artykule z roku 1925 probuje on pozby¢ si¢ z uniwersum zbioréw (jak je
nazywa) ,,zbytecznych” i formutuje aksjomat, ktory rzeczywiscie takie zbiory
wyklucza, jednak nie wszystkie''. Dopiero w nastepnej publikacji — z r. 1928 —
von Neumann podaje ostateczng (przyjmowang dzi§ przez uczonych najchet-
niej) wersje FA, przepracowang pozniej i podang we wspotczesnej notacji przez
Adama Riegera:

FA6a VX (X #J— 34 (A eXAANX = @)) przy zalozeniu, ze elementami X
sa tylko zbiory'?
FA6a mozna rozwing¢, korzystajac z definicji iloczynu zbiorow:

FA6b VX (X #— 34 (A eXA=3Z (Z €eANnZe X))) przy zatozeniu, ze ele-
-mentami X sa tylko zbiory

Gloéwna mysl wytaniajaca si¢ z powyzszej formuly jest taka, ze elemen-
tem danego zbioru wyjsciowego X nie moze by¢ zbior, ktory zawiera element,

" Zob. J. von Neumann, An axiomatization of set theory, [w:] J. van Heijenoort, From Frege to
Gadel, Harvard University Press, Cambridge 1967, s. 412.

12 Zob. Tenze, Uber die Definition durch transfinite Induktion und verwandte Fragen der allge-
meinen Mengenlehre, ,Mathematische Annalen* 99 (1928) s. 373-391.
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bedacy jednoczesnie elementem zbioru wyjsciowego X (w szczegolnosci ele-
mentem zbioru X nie moze by¢ sam zbior X).
W literaturze spotykamy jeszcze jedng wersje FA — rownowazng z FA6b:

FA7 VXIA(X =DV (Ade X AVZ(Z e X >—Z e A))

Barwise i Etchemendy podajg do$¢ przejrzysty dowod na to, Ze na gruncie
kumulatywnej teorii mnogosci kazdy niepusty zbior posiada puste przecigcie ze
zbiorem, bedacym jego elementem!®.

Rozumowanie przebiega nastepujaco:

Niech a begdzie dowolnym zbiorem, ktérego elementami sg tylko zbiory. Po-
kazemy, ze kazdy z elementdéw zbioru a posiada puste przecigcie z a.

Poséréd elementéw zbioru @ wybieramy taki zbior bea, ktory wystepu-
je ,najwczesniej” w procesie kumulatywnym, tzn. dla kazdego innego zbioru
c €a zbiodr b jest skonstruowany co najmniej tak wczesnie, jak c.

Twierdzenie: bna=J

Dowéd niewprost:

Zatozmy, ze bna = iniech cebna. Z definicji przecigcia zbiorow wiemy,
ze jesli cebna, to: cebacea. Skoro ceb, to zbior ¢ musiat pojawic sie
wczesniej w procesie konstrukcji, niz zbidr b. Z drugiej strony zbidr c € a oraz
zbior b zostaty tak dobrane, zeby nie byto takiego zbioru c € a, ktory jest skon-
struowany wczesniej, niz b. Ta sprzeczno$¢ konczy dowad.

Whiosek: bna=J

4. Zastrzezenia wobec aksjomatu regularnosci

Co tak naprawde¢ ma na mysli logik, kiedy moéwi: ,,aksjomat ufundowania/
regularnosci”? Jak si¢ okaze w dalszej cz¢$ci tego opracowania, formuly FA1 —
FA7 nie sg rownowazne. Aksjomat ufundowania (w jakiejkolwiek wersji) moze
budzi¢ pewien niepokoj. Po pierwsze, nie do konca jasna jest jego rola w kwe-
stii tzw. ,,zasady btednego kola”; po drugie, FA nie jest pierwszym remedium na
antynomi¢ Russella; po trzecie, w pewnych przypadkach FA6 wydaje si¢ ewi-
dentnie nieskuteczny. Ponizej wszystkie te watpliwosci zostang uzasadnione.

13 Zob. J. Barwise, J. Etchemendy, Language, Proof and Logic, CSLI, Stanford 2008, s. 439.
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4.1. Zasada blednego kota

Russell, zainspirowany osiggni¢ciami Poincaré, byt przekonany, ze przyczy-
ng powstawania antynomii jest dopuszczenie cyrkularnego sposobu myslenia.
Jak zauwaza Adam Rieger, z pism Russella mozna wydoby¢ tzw. zasade btedne-
go kota VCP (Vicious Circle Principle), ktora przybiera dwie formy:

VCPI Zadna totalnoé¢ nie moze zawiera¢ elementéw zdefiniowanych
w swoich kategoriach.

VCPII Cokolwiek obejmuje wszystko z danej kolekcji, samo nie moze by¢
elementem tejze kolekcji.

VCP I wydaje si¢ najblizsza konstruktywistycznemu duchowi przys$wiecajg-
cemu Poincaré, gdyz wyklucza ona definicje niepredykatywne, czyli definicje x
obejmujace kolekcje, ktorej x jest elementem. VCP II wyklucza natomiast zbio-
ry, ktore sa swoimi wlasnymi elementami'.

Rieger udowadnia, ze teoria ZFC respektuje zasadg¢ VCP Il (gdyz gwarantu-
je jej to aksjomat ufundowania), ale tamie zasad¢ VCP 1. Autor zwraca uwagg
na fakt, ze aksjomat wyrdzniania, obecny na gruncie ZFC, pozwala dla kazdego
zbioru A okresli¢ nowy zbior B poprzez zebranie tylko tych elementow zbio-
ru A, ktore spetniajg pewng formute (/)(x). Okazuje si¢ jednak, ze nie istnieje
zadne ograniczenie co do kwantyfikatorow, ktére moga wystapic¢ jako formuta
(o(x) : moga one obejmowac zasiggiem cale uniwersum. Zatem ZF w swobodny
sposob dopuszcza definicje niepredykatywne!s.

Wigkszo$¢ aksjomatow podanych przez Zermelo zrodzito si¢ z potrze-
by obrony jego dowodu na to, ze kazdy zbidor moze by¢ dobrze uporzadko-
wany. Nie dotyczy to jednak aksjomatu ufundowania. Aby znalez¢ sposob na
usprawiedliwienie aksjomatyki Zermelo, trzeba odwota¢ si¢ do pewnego my-
slowego przeskoku. Intuicyjna koncepcja zbioru — koncepcja iteracyjna, pro-
wadzi nas do intuicyjnego rozumienia modelu — czyli do hierarchii kumula-
tywnej. Aksjomaty sa sluszne przez to, ze sg one prawdziwe w tym modelu.
W przypadku hierarchii kumulatywnej elementami zbioru, ,,znajdujacego
si¢” na danym poziomie, moga by¢ tylko takie obiekty, ktore ,,powstaty” na
poziomie nizszym (czyli jakby ,,wcze$niej”). Stad wlasnie, jak stwierdza tak-
ze Shaughan Lavine, aksjomat ufundowania w koncepcji iteracyjnej zajmuje
centralne miejsce: ,,z jednej strony aksjomat gwarantuje, ze wszystkie zbiory

14 Zob. A. Rieger, Paradox, ZF, and the Axiom of Foundation, [w:] D. DeVidi, M. Hal-
lett, P. Clark, Logic, Mathematics, Philosophy: Vintage Enthusiasms. Essays in Honour of
John L. Bell, Springer, New York 2011, s. 179.

15 Zob. tamze, s. 180.
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majg charakter iteracyjny, z drugiej strony iteracyjna koncepcja czyni aksjomat
oczywistym™'.

Rieger stusznie zauwaza, ze mowiac o hierarchii autorzy uzywajg zwykle
okreslen czasowych: ,,zanim”, ,,jeszcze”, ,,dopoki”, ,teraz”, ,uprzednio”. Oczy-
wiscie, mamy tu do czynienia tylko z metaforg. Wcale nie chodzi o to, ze jest
jaki§ moment #y, w ktorym istnieje jedynie zbiodr pusty, a potem przychodzi
kolejny moment czasowy, w ktorym zostaje uformowany singleton ze zbiorem
pustym itd. Gdyby tak byto, potrzebny by byt jaki$ ,,sprawca” (agent), kon-
struujgcy przynajmniej w swoim umysle kolejne pigtra teoriomnogos$ciowego
uniwersum. Rieger twierdzi, ze gdyby 6w sprawca wykonywat swoja ,,prace”
w zwyktym czasie, wowczas nie mogltby nigdy stworzy¢ calej hierarchii (przy-
najmniej jezeli czas sktada si¢ z continuum momentéw). Sprawca musiatby po-
$wigci¢ super-czas o klasie momentow izomorficznej do zbioru liczb porzad-
kowych. Z drugiej strony, jednak, sprawca nie mogiby by¢ zbyt mocny — jesli
zdotalby tam i z powrotem ,,poruszac si¢” w czasie, wowczas byloby dos¢ ta-
jemniczym, dlaczego zbiory muszg by¢ konstruowane w jakimkolwiek porzad-
ku. Jak widaé¢, idea ,,super-sprawcy” nie jest pozbawiona pewnych komplika-
cji. Kwestia uprzedniosci pewnych zbiorow dotyczy jednak raczej porzadku
logicznego, niz czasowego. Aksjomat ufundowania wyraza mysl, ze na gruncie
teorii ZFC zbidr ,,p6zniejszy” nigdy nie bedzie elementem zbioru ,,wczesniej-
szego”. Ale czy sam ten aksjomat jest przyczyng takiego stanu rzeczy?

4.2. Aksjomat regularnosci a antynomia Russella

Przyjmuje sig, ze gltdwnym winowajcq antynomii Russella jest tzw. nieogra-
niczony aksjomat komprehensji (zwany inaczej pewnikiem abstrakcji):

EIZVx(x eZ= (p(x))

Aksjomat komprehensji glosi, ze istnieje taki zbidr, do ktorego naleza
wszystkie obiekty spelniajagce dowolng dang formule ¢. Na pierwszy rzut
oka wszystko wydaje si¢ w porzadku. Problem pojawia si¢ jednak wtedy, gdy
za formule ¢ (ktora jest dowolna) podstawimy np. wyrazenie x¢&x. Wow-
czas otrzymamy:

16°S. Lavine, Understanding the Infinite, Harvard University Press, Cambridge 1994, s. 144: “The
iterative conception gives the Axiom of Foundation center stage: as Zermelo showed, that ax-
iom ensures precisely that each set is a «set of» sets that occurred at previous «layers» or it-
erations of the «set of» operation. The axiom guarantees that all sets are iterative sets, and the
iterative conception makes the axiom obvious”.
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xeZ=x¢x
Dalej, podstawiajgc za zmienng x statg Z, dojdziemy do wyrazenia:
ZelZ=Z¢Z

co prowadzi do sprzecznos$ci. Taki jest mechanizm powstawania antynomii Rus-
sella (a takze innych antynomii naiwnej teorii mnogos$ci). Dzi§, z punktu wi-
dzenia teorii ZFC, powiedzieliby$Smy, ze antynomia Russella powstaje w mo-
mencie, gdy w schemacie pewnika abstrakcji za zmienng x podstawimy statg
oznaczajgcg zbior, ktory ,,powstal” na tym samym ,.etapie” procesu iteracyjne-
go, co zbior Z (lub na ,,etapie” pdzniejszym). Antynomie sg ,,chorobami wie-
ku dziecigcego” teorii mnogosci — w systemach pozniejszych znaleziono kilka
sposobow, by uporac si¢ z tym problemem. W teorii ZFC ograniczono aksjomat
komprehensji, formutujac aksjomat wyrdzniania:

VAEIZVx(x eZ=xeA /\go(x))

Zgodnie z zastrzezeniami, wspomnianymi powyzej, trzeba koniecznie za-
znaczy¢, ze wyrazenie (o(x) musi by¢ tak dobrane, aby Z nie wystgpowalo
w nim jako zmienna wolna. Gdyby tak bowiem byto, nadal nie unikngliby$my
sprzecznosci'’.

Jaki jest sens zastgpowania pewnika abstrakcji aksjomatem wyrdznia-
nia? Oto6z, ograniczenie aksjomatu komprehensji prowadzi do sytuacji, w kto-
rej zbiér Z zawiera si¢ w zbiorze A, lecz nie nalezy do zbioru 4. W przypadku
aksjomatu wyrdzniania zbior Z tworzymy z obiektow, ktore sg juz elementami
jakiej$ kolekcji 4, to znaczy powstaly wezesniej, niz A. ,,Powstaty” one takze
wczesniej, niz Z, a zatem nie ma mozliwos$ci, by wewngtrz zbioru A, posrod ele-
mentow, z ktérych ma zosta¢ utworzony zbior Z, znajdowat si¢ sam zbior Z. Jak
widac, taki zabieg jest wystarczajacy, by uniknaé sprzecznosci.

Oczywiscie, zbior A4 takze nie bierze si¢ znikad — on tez musial by¢ ,,utwo-
rzony” za pomocg mechanizmu wyrdzniania, czyli musiat by¢ wczesniej ele-
mentem jakiej$ kolekcji (podobnie jak i ta kolekcja) i tak w nieskonczonosc.
Regresu w nieskonczono$¢ mogliby$my uniknaé przyjmujac istnienie kla-
sy wszystkich zbiorow'®, jednak z réznych wzgledow jest to rozwigzanie tyl-
ko polowiczne.

17 Takie sformutowanie aksjomatu wyrézniania pochodzi od T. Skolema.
18 Kazda klasa jest zbiorem, ale nie kazdy zbior jest klasa. Klasa to taki zbior, ktory nie jest ele-
mentem zadnej innej kolekcji.
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Okazuje si¢ wigc, ze to nie aksjomat ufundowania zapobiega mozliwosci
sformutowania antynomii Russella, lecz idea hierarchii kumulatywnej wespot
z pewnikiem abstrakcji. Aksjomat regularnosci jest jedynie formutg prawdziwg
w teorii ZFC, cho¢ niekoniecznie gwarantujaca ufundowany charakter tejze teo-
rii. Nizej pokazemy, ze w pewnych sytuacjach FA6 (ktory jest dzi$ najchetniej
przyjmowana wersja FA) bywa spelniony nawet wtedy, gdy poruszamy si¢ na
gruncie teorii zbioréw nieufundowanych.

4.3. Nieskutecznos¢ FA6

Wczesniej stwierdzilismy, ze w systemie ZFC aksjomat regularno$ci
FAG6a jest zawsze spetniony (dowdd na to zostal podany w punkcie 4 tej pra-
cy). Sprawdzimy teraz, co si¢ stanie, gdy do teorii dopuscimy hiperzbiory. Czy
pewnik zachowa swoj apodyktyczny charakter? Czy rzeczywiscie aksjomat
ufundowania ,,zabezpiecza” teori¢ przed zbiorami nieregularnymi?

Niech X ={X}.

FA6a glosi:

VX(X %D —>34(Ae X A AN X =)

Jak wida¢, zbior X jest niepusty, a jedynym jego elementem jest on sam,
a wigc sprawdzajac warunek 4N X =, za zmienng A musimy podstawic statg
oznaczajacg zbior X. Wowczas otrzymamy:

XNnX=X#D

Zbiér X nie spelnia warunku postulowanego przez FA6a, co pozwala nam
wysnu¢ wniosek, ze nie nalezy on do uniwersum zbioréw teorii ZFC.

Szczegdlnym przypadkiem zbioru A4 (patrz FA6a) jest zbior A=O.
Niech zatem zbior X ={®,X}. To takze jest zbidr nieufundowany, jednak
ANX =N X =0 Jezeli wiec chcieliby$my traktowa¢ aksjomat ufundowa-
nia jako gwarancj¢ regularno$ci zbiorow, to w tym wypadku okazuje si¢ on by¢
narzedziem malo skutecznym: zbiér X spetnia aksjomat regularnosci, choé
jest nieufundowany.

Rozwazmy teraz inny przyktad zbioru nieufundowanego.

Niech X ={4,X} oraz 4={2,{0}}.

Jak wida¢, zbidr X jest niepusty oraz A€ X . Sprawdzmy znoéw warunek
ANX=0:
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AnX={@.2)n (o2} X} -2

Aksjomat regularno$ci, zatem, znow pozostaje spetniony dla zbioru X, mimo
ze zbidr X nie jest ufundowany.

Z powyzszych rozwazan mozna wysnu¢ wazny wniosek: przyjecie samego
aksjomatu ufundowania (w wersji FA6) nie jest gwarancja tego, ze w teorii beda
wystepowac tylko zbiory ufundowane, bowiem istniejg takie zbiory nieufundo-
wane, ktore rowniez spetniajg ten aksjomat.

5. Nowe sformulowanie FA

Przypomnijmy, ze FA nie nalezy do pierwotnej aksjomatyki Zermelo (z
1908 r.) — zostat on dotaczony do systemu dopiero w r. 1928, w miejsce usunie-
tego aksjomatu nieskonczonosci. Co prawda, FA jest wyrazeniem opisujacym
pewna wiasnos¢ zbiorow ufundowanych, ale to wcale nie on sprawia, ze do
uniwersum przedmiotow teorii ZFC nalezg wylacznie zbiory ufundowane. Gdy
chodzi o FA6a, mozna wypowiedzie¢ nastepujacy wniosek:

Jezeli dany zbior X jest ufundowany, to dla zbioru X formuta FA6a
jest spetniona.

Zauwazmy, ze implikacja odwrotna nie jest prawdziwa. Zgodnie z prawami
logiki, wiemy wigc, ze:

(1) Poniewaz w ZFC wystepuja wylacznie zbory ufundowane, FA6a jest w niej
zawsze spelniony. Nie jest mozliwe, by dla jakiego$ zbioru z hierarchii ku-
mulatywnej FA6a generowat zdanie falszywe.

(2) Jesli dana teoria dopuszczataby hiperzbiory, wowczas dla niektorych zbio-
row (hiperzbioréw) formuta FA6a bytaby spelniona, a dla innych — nie.
W takiej sytuacji FA6a (i wersje réwnowazne) przestaje by¢ formu-
13 niezawodna.

(3) Jesli dla danego zbioru X formuta FA6a jest spelniona, wowczas zbidor X
moze by¢ zarowno ufundowany, jak i nieufundowany — to chyba najwazniej-
szy wniosek tej pracy.

To, ze dany zbior nie spelnia aksjomatu ufundowania w wersji FA6, jest
sygnatem, ze zbior ten jest nieufundowany, jednak fakt, ze dany zbior spetnia
ten aksjomat, wcale jeszcze nie musi oznaczaé, ze jest on ufundowany. Ak-
sjomatu ufundowania w wersji FA6 nie wolno zatem traktowa¢ jako jedynego
kryterium regularno$ci zbiorow. Warto w koncu zauwazy¢, ze pozostale wersje
rozwazanego pewnika (w szczegolnosci FA2, FA3 oraz FAS5) w kontekscie na-
szych rozwazan wyrazaja nieco inng idee, a mianowicie nawiazuja do jakiego$
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urelementu, czyli elementu ,,ostatecznego” wzgledem relacji nalezenia. Skoro
wiec w teorii ZFC kazdy zbior jest dobrze uporzadkowany przez relacje € na-
lezenia, to aksjomat regularno$ci mozna by formalnie przedstawi¢ w nastepuja-
cy sposob:

VAA=DVvIX(X e AAVY (Y €4 >Y > X)

Wydaje sig, ze takie wiasnie sformutowanie FA (zob. FA3) wydaje si¢ naj-
blizsze intuicji, ktéra przy$wiecata Zermelo, uktadajagcemu w r. 1928 swa li-
ste aksjomatow.

Warto jednak zauwazy¢, ze aksjomat ufundowania w wersji FA6 moze by¢
przydatny cho¢by w dowodzie twierdzenia, ze na gruncie teorii ZF:

VX (X ¢ X)
Twierdzenie: X ¢ X
Dowod niewprost:
Zaltozmy, ze dla danego niepustego zbioru X: X € X . Aksjomat regularnosci
glosi, ze:

VX(X %D —>34(Ae X A AN X =)

Korzystajac z powyzszego, X #JJ 1 X e X, a zatem X NX = . Z drugiej
jednak strony wiemy, ze X N X =X = . Otrzymujemy sprzeczno$¢, ktora
konczy dowod.
Whiosek: X ¢ X .

FA jest takze uzyteczny przy dowodzeniu, ze dla dowolnych zbioréw X, Y
i Z zachodzg nastepujace implikacje':

XeY>Ye¢Xoraz XeYeZ—>7Z¢X

Zakonczenie

Podsumowujac, teoria ZFC rozwaza tylko zbiory regularne nie dzigki aksjo-
matowi ufundowania, lecz dzigki pewnikowi wyrdzniania. Z aksjomatu ufun-
dowania wolno korzysta¢ jedynie na gruncie teorii zbiorow regularnych. Aksjo-
matu ufundowania w wersji FA6 oraz w wersjach rownowaznych (np. FA7) nie

19 70b. A. Btaszczyk, S. Turek, Teoria mnogosci, Warszawa 2007, s. 103-104.
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nalezy traktowac¢ jako ,,miernika” regularnosci zbioréw — nie oddaja one bo-
wiem w peni ducha, ktory przeswiecat idei ufundowania.

Streszczenie

Artykut prezentuje rézne postacie aksjomatu regularnosci (FA) oraz jego konsekwen-
cje w systemie Zermelo-Fraenkla (ZFC). W pracy zasygnalizowane sg pewne zastrzeze-
nia wobec FA oraz fakt, ze nie jest on nicodzowny. Aksjomat ufundowania zachowuje
swoj apodyktyczny charakter tylko na gruncie teorii zbioréw regularnych — w innych
przypadkach moze nie by¢ spelniony przez wszystkie zbiory. Jedna z najbardziej popular-
nych wersji FA nie moze by¢ traktowana jako miernik regularno$ci zbioréw — nie oddaje
ona bowiem w pelni ducha idei ufundowania.

Stowa KLUCZOWE: aksjomat regularnosci, aksjomat ufundowania, hiperzbiory, hierarchia
kumulatywna, btedne koto, cyrkularno$¢, samozwrotno$é

Summary

The axiom of regularity and regularity of set

The paper presents different formulations of regularity axiom (FA) and its conse-
quences in Zermelo-Fraenkel’s system (ZFC). Some objections to the axiom are em-
phasized and its indispensability is examined. It is also proved that FA in one of its
formulations cannot be treated like a measure of sets regularity, because it doesn’t meet
the requirements that it was intended to meet.

KEyworps: regularity axiom, foundation axiom, hypersets, cumulative hierarchy, vicious
circle, circularity, self-reference
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