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Antynomia klamcy a teoria hiperzbiorow

Wstep

Hiperzbiory, zwane inaczej zbiorami nieufundowanymi lub nieregular-
nymi, sg obiektami wymykajacymi si¢ naszym potocznym intuicjom. Zwykle
zbidr porownujemy do worka, w ktorym «cos$» si¢ znajduje, lub do pudelka,
w ktorym «co$» jest zamknigte (worek czy pudetko mogg by¢ tez puste). Trud-
no jednak wyobrazi¢ sobie pudetko, ktore znajduje si¢ w sobie samym, to zna-
czy pudetko bedace swoim wilasnym elementem — takie wtasnie pudetko mu-
sialoby wyobraza¢ pewien typ hiperzbioru. Metafora pudetka nie oddaje w stu
procentach idei zbioru nieufundowanego. Cechg charakterystyczng tego typu
kolekeji jest regres nieskonczony relacji 3. Regres ten sprawia, ze zbior nie-
ufundowany podobny jest do matrioszki, ktéra da si¢ rozkladaé bez konca.

Réznice migdzy zbiorami regularnymi i nieregularnymi dostrzezono juz
u zarania teorii mnogos$ci: jako pierwszy wyraznie wspomniat o tym Mirima-
noff?2. W tamtym czasie jednak zbiory nieufundowane spotkaly si¢ ze sprzeci-
wem wiekszosci uczonych — okreslano je nawet mianem ,,zbytecznych”. Z tego
powodu sformutowano wkroétce aksjomat ufundowania, ktory miat ,,zabezpie-
czy¢” teorie przed hiperzbiorami’. Gdy aksjomat ufundowania zostat dotgczony
do systemu Ernsta Zermeli (ZFC), ,,pudetkowa” (ufundowana) teoria mnogosci
zakrolowata w matematyce na dobre®.

Jednym z powodéw niecheci do hiperzbiorow byt brak pomystu na ich
zastosowanie. Poza tym, skoro w teorii ZFC udato si¢ zbudowaé¢ model aryt-
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Zob. D. Mirimanoff, Les antinomies de Russell et de Burali-Forti et le probleme fondamental
de la theorie des ensembles, ,enseignement mathématique” 19 (1917), s. 37-52.

Zob. J. von Neumann, Eine Axiomatisierung der Mengenlehre, ,JJournal fiir reine und ange-
wandte Mathematik” 154 (1925), s. 219-240.

Aksjomat ufundowania gwarantuje, ze w uniwersum nie znajda si¢ nigdy zbiory, ktoérych re-
gres relacji > biegnie w nieskonczonos¢.
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metyki liczb naturalnych — co bylo de facto jednym z celow powstania teo-
rii mnogosci — nie widziano juz potrzeby dalszego rozbudowywania tej teorii
o zbiory nieintuicyjne. Nie znaczy to jednak, ze zbiory nieufundowane odeszty
na zawsze w zapomnienie. Na przestrzeni lat sformutowano przynajmniej kilka
niestandardowych systemow, ktorych uniwersum bylo wzbogacone o kolekcje
nieintuicyjne — nalezy tu wymieni¢ takich matematykow jak m.in. Finsler, Bof-
fa, Scott, Gordeev, Forti i Honsell, czy tez Aczel. Teoria Aczela, zwana teoria
ZFA — najbardziej dojrzata i ,teoretycznie schludna” — jest dzi§ uwazana przez
wielu za standardowa teori¢ hiperzbiorow.

Celem tej pracy jest prezentacja jednego z filozoficznych zastosowan teo-
rii Aczela. Na bazie tej teorii mozna budowaé teoriomnogosciowe modele sa-
dow cyrkularnych. Jest to pomyst przedstawiony przez Barwise’a i Etche-
mendy’ego (zwanych dalej Autorami) w monografii pt. The Liar. An Essay
on Truth and Circularity’. Autorzy przy pomocy teoriomnogosciowych modeli
sadow cyrkularnych przeprowadzajg analize¢ tak zwanego zdania kfamcy oraz
podaja nowe rozwigzanie starego problemu Epimenidesa. Rozwigzanie Barwi-
se’a 1 Etchemendy’ego jest rzadko eksponowane i mato popularne (szczegdlnie
w literaturze polskojezycznej), mimo ze w ciekawy sposob pozwala uporac si¢
z antynomig ktamcy — i to bez konieczno$ci wprowadzania dychotomii jezyk-
-metajezyk. Aparatura zbudowana na uzytek tego rozwigzania jest jednak na
tyle obszerna, Ze nie da si¢ jej przedstawi¢ w tej pracy w catej okazatosci. Ogra-
niczymy si¢ jedynie do syntetycznego sprawozdania glownej mysli.

1. Klamca

Zaznaczmy na poczatku, Ze istnieje wiele roznych wersji antynomii ktam-
cy — sa to m.in.: zdanie ktamcy, warunkowe zdanie ktamcy, cykl ktamcy, antyno-
mia Loba, zagadka Gupty, czy tez wzmocniony Ktamca. Mechanizm powstawa-
nia kazdej z nich jest podobny®.

Najbardziej znana wersja omawianego problemu jest tzw. zdanie ktamcy
(zwane w skrocie po prostu Kfamcg), czyli zdanie, ktore glosi o sobie samym,
Ze nie jest prawdziwe:

To zdanie nie jest prawdziwe.

5 J. Barwise, J. Etchemendy, The Liar. An Essay on Truth and Circularity, New York-Ox-
ford 1987.

Pomijamy omoéwienie réznicy miedzy zdaniem i sadem (sentence i proposition). Mozna po-
wiedzie¢, ze zdanie ktamcy wyraza sqd klamcy. Zdanie jest elementem jezyka, natomiast
sad jest zwigzany z przekonaniem podmiotu poznajacego. Dwa rozne zdania moga wyrazac
ten sam sad.
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Przyjecie prawdziwosci zdania kfamcy prowadzi do stwierdzenia jego fatszy-
wosci, natomiast — odwrotnie — zatozenie falszywosci zdania ktamcy skutkuje
stwierdzeniem jego prawdziwosci. W ten sposob otrzymujemy antynomicg.

Przyktadem warunkowego zdania ktamcy jest nastepujace wyrazenie:
Marek ma trojke trefl i to (cale) zdanie jest falszywe.

Jezeli zalozymy, ze Marek nie otrzymat w rozdaniu trojki trefl, wowczas po-
wyzsza koniunkcja bedzie fatszywa (na mocy najprostszych praw logi-
ki). Warunkiem powstania antynomii jest sytuacja, w ktorej Marek ma trojke
trefl. Wowczas warto$¢ logiczna koniunkcji zalezataby od wartosci logicznej
drugiego czynnika, a to prowadzi do sprzecznosci.

Cyklem Ktamcy jest taki skonczony uklad zdan, w ktorym kazde zdanie
(z wyjatkiem ostatniego) stwierdza o swoim nast¢pniku, ze jest prawdziwy, na-
tomiast zdanie ostatnie stwierdza o pierwszym, ze jest falszywe:

(a)) Zdanie a, jest prawdziwe.
(a,) Zdanie a, jest prawdziwe.

(a,) Zdanie b jest prawdziwe.
(b) Zdanie a jest falszywe.

Mechanizm powstania antynomii jest w tym wypadku oczywisty. Warto$¢ lo-
giczna kazdego ze zdan zalezy od wartosci logicznej wszystkich pozostalych
zdan i jest niejako ,,cyklicznie” dziedziczona przez te zdania.

Antynomia Léba powstaje w nastgpujgcej wypowiedzi:
Jezeli to (cate) zdanie jest prawdziwe, to Marek ma trojke trefl.

W przypadku, gdyby poprzednik tego zdania byt prawdziwy, nastepnik rowniez
musiatby by¢ prawdziwy (na mocy zasady Modus Ponens). Wowczas dowie-
dzieliby$my si¢ po prostu, ze Marek ma trojke trefl. Jednak w przypadku fat-
szywosci poprzednika, mieliby$Smy juz do czynienia z antynomia: fatszywos¢
poprzednika wskazywataby wowczas na prawdziwos¢ implikacji (gdyz impli-
kacja o falszywym poprzedniku jest zawsze prawdziwa) i jednoczesnie na jej
falszywos¢ (skoro poprzednik falszywie stwierdza prawdziwos$¢ tej implikacji).

Ciekawym przyktadem sprzecznosci jest tzw. zagadka Gupty. Rozwazmy
nastepujacy uktad wypowiedzi dwojga réznych ludzi:
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Pan A:

(a1) Marek ma asa trefl.

(a,) Wszystkie sqdy wydane przez Pana B sq prawdziwe.

(ay) Co najmniej jeden z sqdow wydanych przez Pana B jest fatszywy.
Pan B:

(b)) Klara ma asa trefl.

(b,) Co najwyzej jeden z sqdoéw wydanych przez Pana A jest prawdziwy.

Wydaje si¢, ze analiz¢ tego uktadu nalezatoby przeprowadzi¢ w nastepujacych
krokach: po pierwsze stwierdzamy, ze zdania a, 1 a, s3 sprzeczne, wigc co naj-
wyzej jedno z nich moze by¢ prawdziwe; po drugie, jezeli zdanie @ bytoby
falszywe, to b, musiatoby by¢ prawdziwe; wowczas zdanie a, byloby prawda,
natomiast a; fatszem.
Gupta uznal ten przypadek za kontrprzyktad jednej z wersji Ktamcy, rozwaza-
nej przez Kripkego’. Kripke wskazal, ze rozumowanie, jakie zaprezentowaliSmy
wyZej, jest niepoprawne, mimo ze na pierwszy rzut oka nie mamy mu nic do
zarzucenia®. Nie bedziemy tu jednak bardziej szczegdtowo omawiac tej sprawy,
gdyz wykracza ona poza cel przez nas zatozony.

Wzmocnionym Klamcg nazywamy nast¢pujacy uklad wypowiedzi dwojga
roznych ludzi:

Pan A:
(¢,) To zdanie nie jest prawdziwe.

Pan B:
(¢,) Zdanie c, nie jest prawdziwe.

Zdania ¢, 1 ¢, wyrazaja ten sam sad. Zdanie ¢, wyglada na niecyrkularne,
gdyz nie odnosi si¢ do siebie samego. Ponadto zdanie ¢, z pewnoscig nie jest
prawdziwe, gdyz zalozenie jego prawdziwosci prowadzi do sprzeczno$ci. Mo-
globy to wigc oznacza¢, Zze zdanie ¢, jest prawdziwe. Z drugiej jednak strony,
skoro stwierdzamy, ze ¢, nie jest prawdziwe, to czy tym samym nie stwierdza-
my wlasnie doktadnie tego, co glosi ¢, ? Zatem ¢, byloby prawdziwe, co jest
niezgodne z tym, co stwierdza ¢, . Tak otrzymujemy sprzecznos¢.

Rozwigzanie antynomii klamcy, zaproponowane przez Barwise’a i Etchemen-
dy’ego, opiera si¢ na dwoch réznych koncepcjach sadu: koncepcji Russella
i koncepcji Austina. Trzeba przy tym od razu zaznaczy¢, ze mowiac ,.koncepcja
sadu w sensie Russella” nie mamy na mysli zadnej teorii sformutowanej expli-

7 Zob. A. Gupta, Thuth and Paradox, ,,Journal of Philosophical Logic” 11 (1982), s. 34-35.
8 Zob. S. Kripke, Outline of a Theory of Truth, ,,Journal of Philosophy” 72 (1975), s. 690-716.
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cite przez Russella, ale myslimy raczej o pewnym ujeciu problemu, nawigzuja-
cym do jego filozofii. Chodzi wigc nie tyle o koncepcje¢ sadu w sensie Russella,
co raczej o koncepcje sadu sformutowang w duchu filozofii Russella.
Ujecia Russella i Austina r6znig si¢ w trzech zasadniczych kwestiach:

* natury sagdow,

* mechanizmo6w, za pomoca ktorych zdania moga by¢ stosowane do wyraza-

nia sagdow,

* natury prawdy.

Koncepcje Russellowska mozna by scharakteryzowac krotko w nastgpuja-
cych punktach:

a) zdania (sentences) sa ,,wyrazicielami” sadow (propositions),

b) sad jest prawdziwy tylko wowczas, gdy $wiat (rzeczywistosc) jest taki,

jak stwierdza ten sad,
c) kazdy sad posiada okreslone sktadniki, odpowiadajace temu, co dany
sad stwierdza.

Dzigki temu, Zze — zgodnie z punktem c¢) — kazdy sad posiada pewne skladni-
ki, sadom w sensie Russella mozemy nada¢ teoriomnogosciowg postac (o ktorej
powiemy w dalszej czesci pracy). Dla przyktadu rozwazmy sad ,,Klara ma asa
kier”. Jest to sad, ktory mowi o Klarze, o asie kier oraz o relacji posiadania, kto-
ra zachodzi migdzy Klarg i asem kier. Zatem Klara, as kier i relacja posiadania
beda w koncepcji Russellowskiej sktadnikami sadu ,,Klara ma asa kier”.

2. Jezyk formalny £

Jak powiedzielismy, celem Barwise’a i Etchemendy’ego jest prezentacja
dwoch modeli sadu: Russellowskiego i Austinianskiego. Aby ten cel osiggnac,
Autorzy w pierwszej kolejnosci definiujg prosty jezyk formalny L, wyrazaja-
cy podstawowe cechy jezyka naturalnego. Nastepnie podaja dwie semantyczne
interpretacje jezyka L i porownujg oba ujecia. Jezyk £ mowi o grze w karty
dwojga ludzi: Klary i Marka.

Alfabet
 symbole state: Klara, Marek, 2%, 3eb,.... K#, A#
« zaimki (propozycjonalne): this, that,, that, ...
* symbol relacji binarnej: Has
* symbol relacji binarnej: Believes
* symbol relacji jednoelementowej: True
* laczniki logiczne: A, v, —
» wskaznik zakresu:
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Wyrazenia atomiczne
* (a Has c), gdzie a jest jednym z imion: Klara, Marek, natomiast ¢ jest
nazwg jednej z kart,
* (a Believes th), gdzie th jest jednym z zaimkow,
* True(th).

Zbior wyrazen
Zbior wyrazen jezyka L jest to najmniejszy zbior, zawierajacy wyrazenia ato-
miczne 1 zamkniety ze wzgledu na nastgpujace reguty:
eJezeli @ i W sa wyrazeniami, to wyrazeniami sg rowniez (@ AY),
(pvy) oraz —@.
*Jezeli @ jest wyrazeniem, to wyrazeniami sa rowniez (True @)
i (a Believes @), gdzie a to Klara albo Marek.
* Jezeli ¢ jest wyrazeniem, to wyrazeniem jest rowniez lo.

Powyzsza charakterystyka zbioru wyrazen nie jest specjalnie skomplikowana.
Poczynimy tylko krotka uwage na temat wskaznika zakresu . Spojrzmy na
nastepujace zdanie:

Marek ma trojke trefl lub ten sqd jest prawdziwy.

Wyrazenie ,ten sad” jest niejednoznaczne: moze si¢ ono bowiem odnosi¢ za-
rowno do calej alternatywy, jak i do samego jej drugiego sktadnika. By unikng¢
tego typu dwuznaczno$ci, Autorzy wprowadzaja wskaznik zakresu. Jego zada-
niem jest dookreslenie sposobu uzycia wyrazenia ,,ten sad”. Przyktadowo, jezeli
»ten sad” ma sie odnosi¢ tylko do drugiego sktadnika powyzszej alternatywy,
wowczas nalezy umiesci¢ przy nim wskaznik:

(Marek Has3#)v { True(this)

Jezeli natomiast ,,ten sad” ma dotyczy¢ catego zdania, to wskaznika przy wyra-
zeniu nie stosuje si¢:

(Marek Has3#)\ True(this)
Zgodnie z powyzszym ustaleniem, nastgpujgce zapisy sg rdwnoznaczne:

» (Marek Has3s)\ True(this)
« 4 (Marek Has3#)v True(this))
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3. Model sadu w sensie Russella

Nastepnym krokiem jest budowa modeli wyrazen jezyka formalnego L.
Powstate modele bedg teoriomnogosciowymi obiektami, zwanymi sadami
w sensie Russella (Russellian propositions). Jak powiedzielismy, kazdy sad jest
zbudowany z pewnych sktadnikéw. Sktadniki naszych modeli to: Marek, Klara,
52 karty do gry oraz trzy atomy — H , Bel , Tr, reprezentujace kolejno relacje
posiadania, przekonania i prawdziwosci.

Najpierw zdefiniujemy klase PrePROP saddw, a nastepnie wyréznimy z niej
specjalng podklase PROP .

Definicja 1 (PrePROP) PrePROP jest to najwigksza klasa — taka, ze jezeli
p € PrePROP , to p jest jednym z nastgpujgcych wyrazen:

l.[a H c] lub [a H c], gdzie a to Klara albo Marek, natomiast ¢ jest
pewna karta,

2. [a Bel p] lub [a Bel p], gdzie a to Klara albo Marek, natomiast
p € PrePROP ,

3. [Tr p] lub [Tr p], gdzie p € PrePROP,

4. [AX] lub [VX], gdzie X jest podzbiorem klasy PrePROP .

W punktach 1-3 definicji 1 zdefiniowane sg sady atomiczne (wraz z ich negacja-
mi), w punkcie 4, natomiast, zdefiniowano sady zlozone. Przyktadowo:

*sad p ,Klara ma trojk¢ trefl” bedzie mial teoriomnogosciowg po-
sta¢: p =[Klara H 3],

*sad g ,,Klara nie ma trojki trefl” bedzie mial posta¢: g =[Klara H 3#],

*sad r ,Marek wie, ze Klara ma trojke trefl” bedzie mial postaé:
r =[Marek Bel p],

*sad s ,,Sad «Klara ma trojke trefl» jest prawdziwy” bedzie miat postac:
s=[Tr p].

Oproécz tego przyjmujemy, ze zapis ,,[ Fa p]” jest skrotem zapisu ,,[T7 p] ™

df
[Fa p]=[Tr p]

Sad ktamcy (czy tez inaczej Ktamca Russella) ma wige w takim modelu postaé:
f=lFaf]

Ktamca Russella jest to sad [, ktory glosi: ,,Sad f jest falszywy”. Warto za-
uwazyc, ze:
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f =[Fa[Fa f1]] itd.

Zdefiniowana powyzej klasa PrePROP z pewnych wzgledéw nie spetnia
oczekiwan Autorow. Otdz niektore z elementéw klasy PrePROP sg ,ktopo-
tliwe”. Zanim to wyjasnimy, odwolajmy si¢ do prostego przyktadu. Rozwazmy
nastepujace trzy sady:

p =[Marek Bel p]n[Fa p]
q =[Marek H3#&]v g
r=[Marek H3&]Ar

Sad p glosi: ,,Marek wierzy w sad p isad p jest falszywy”. Jest to, co praw-
da, sad samozwrotny (gdyz stwierdza co$ o samym sobie), ale mozna go z po-
wodzeniem wypowiedzie¢ (ewentualnie zapisa¢). Tymczasem proba wypowie-
dzenia sagdow ¢ i r musi skonczy¢ si¢ niepowodzeniem, gdyz prowadzi ona do
zapetlenia. Wezmy przyktadowo sad ¢q: ,,Marek ma trojke trefl lub (Marek ma
trojke trefl lub (Marek ma trojke trefl lub (...)))”:

q =[Marek H3&]|\v[[Marek H3&]|v[[Marek H3%]Vv]...]]]

W pierwszym przypadku litera ,, p” pelni funkcj¢ nazwy sadu (suppositio
materialis), natomiast w dwoch pozostalych przypadkach litery ,,g” 1 ,,7”
sg zmiennymi reprezentujagcymi sady g 1 » (suppositio formalis). Podstawie-
nie sadow ¢ 1 r odpowiednio w miejsce liter ,,q ” i ,,7” prowadzi wiasnie do
zapetlenia. Podobne odroznienie supozycji napotykamy w schemacie T Tar-
skiego (zob. paragraf 6 tej pracy). Sam Tarski stwierdza, ze z punktu widzenia
gramatyki wyrazenie ,, p jest prawdziwe” moze sta¢ si¢ zdaniem sensownym
tylko wtedy, gdy za zmienng p podstawimy nazwe lub wyrazenie wystepu;ja-
ce w funkcji nazwy. Innymi stowy, chcac powiedzie¢ o danym zdaniu, ze jest
prawdziwe, jesteSmy zobligowani do uzycia nazwy tego zdania, a nie samego
zdania’. Podobnie, gdy chcemy powiedzie¢ cokolwiek innego o p , na przyktad
»~Marek wierzy w sad p 7. Z tego wlasnie powodu ,, p ” nie zapetla pierwszego
wyrazenia, natomiast ,,q ” i,,7 ” zapetlaja wyrazenia, w ktorych wystepuja'®.

® Zob. A. Tarski, Semantyczna koncepcja prawdy i podstawy semantyki, [w:] A. Tarski, Pisma
logiczno-filozoficzne, t. 1, Warszawa 1995, s. 235.

10 Warto w tym miejscu wskazac¢ na istotng niezr¢cznos$é jezykows, ktora moze niekiedy wpro-
wadza¢ w blad. Angielskie stowo believe thumaczy si¢ jako ,,wierzy¢”, ,,by¢ przekonanym” lub
~wiedzie¢”. Gdy powiemy ,,Marek jest przekonany, ze p”, mozemy mie¢ uzasadniona watpli-
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Poza tym nalezy zauwazy¢, ze najprostszymi stwierdzeniami o $wiecie
sg sady atomiczne (zob. definicja 1, punkty 1-3). Niektore sady atomiczne sg
cyrkularne. Najprostsze stwierdzenie jest to takie stwierdzenie, ktére przed-
miotowi przyznaje jaka$ ceche lub ktore glosi, ze przedmiot pozostaje w ja-
kiej$ relacji. Stwierdzenie posiadania wtasnos$ci, czy pozostawania w relacji,
dokonuje si¢ wylacznie na poziomie sagdoéw atomicznych. Otéz przyktad (nie-
atomicznych) sadow ¢ i1 r pokazuje, ze definicja 1 pozwala na formutowa-
nie sadow cyrkularnych, ktére mozna by ,,wypowiada¢” w nieskonczonos¢. To
oznacza, ze nie da si¢ za ich pomocg wyda¢ zadnego konkretnego stwierdzenia.
Zeby pozby¢ sie tego typu sadoéw, Autorzy naktadaja na klase PrePROP pew-
ne ograniczenie. Wyr6zniaja oni z klasy PrePROP klase PROP , ktorej ele-
menty nazywaé bedziemy sqdami w sensie Russella (Russellian propositions).

Definicja 2 (PROP)

1. Zbiér X < PrePROP nazywamy zbiorem nieprzedmiotowym, jezeliw X
nie wystgpuja zadne sady atomiczne oraz kazdy element zbioru X posia-
da bezposredni sktadnik, ktory rowniez jest elementem zbioru X .

2.Sad p nazywamy sgdem nieprzedmiotowym, jezeli jest on elementem
pewnego nieprzedmiotowego zbioru sadow. W przeciwnym razie p nazy-
wamy sadem przedmiotowym.

3. Klasa PROP jest to najwicksza subklasa zbioru PrePROP taka, ze je-
zeli pe PROP, to p jest sadem przedmiotowym i kazdy bezposredni
sktadnik sadu p w PrePROP nalezy rowniez do PROP .

Mozemy powiedzie¢, ze zachodzi pewna analogia mie¢dzy ograniczeniem,
wprowadzonym przez definicj¢ 2, a aksjomatem ufundowania, znanym z kla-
sycznej teorii mnogosci. Trzeba jednak koniecznie dodaé, ze z klasy PROP
wykluczono pewne sady cyrkularne, ale nie wykluczono wszystkich takich sa-
déw. Przyktadowo sady

q =[Marek H3#&]Vv q
oraz

r=[Marek H3%&] AT

nie spetniaja warunkow nalezenia do klasy PROP, jednakze sad
p =[Marek Bel p] A[Fa p]

moze bez przeszkod do klasy PROP nalezec, choc jest to sad cyrkularny.

wos¢ co do supozycji, w ktorej wystepuje p. Wystarczy jednak przeformutowac nieco t¢ wypo-
wiedz: ,,Marek zywi przekonanie p”, by wszelkie watpliwosci zniknety.
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Trzeba teraz w jaki$ sposob skojarzy¢ wyrazenia jezyka L z Russellow-
skim modelem sadu. To zadanie spetni funkcja Val , zdefiniowana ponizej. In-
nymi stowy Val jest funkcja, ktora przeksztatca zbior wyrazen jezyka L na
zbidr naszych teoriomnogosciowych obiektow.

Definicja 3 (Funkcja Val) Funkcjg Val nazywamy takq funkcje, ktora kazdej
Sormule @(this,that,,...,that,) przyporzqdkowuje parametryczny sqd Val(@p),
zawierajqcy parametry p,q,,...,q,, W nastepujgcy sposob:
1. Val(a Has ¢)=[a H c]
. Val(a Believes that,) =[a Bel q.]
. Val(a Believes this) =[a Bel p]
. Val(a Believes @) =[a Bel Val(¢)]
. Val(True that;) =[Tr q;]
. Val(True this) =[Tr p]
. Val(True @) =[Tr Val(p)]
Val(p, n@,) =[MVal(@,), Val(p,)}]

Val(py v @2) =[ViVal(g), Val(p2)}]
. Val(—p) =Val(p)

10. Val(} p)= dokladnic jedno rozwigzanie p € ParPROP réwna-
nia: p =Val(p)(p.q1,...)

00O\ Lt A W IN

Ne)

4. Teoria ZFA

Nie trzeba by¢ bystrym obserwatorem, zeby zauwazy¢, ze model zdania
ktamcy jest obiektem cyrkularnym, to znaczy obiektem odnoszacym si¢ do sie-
bie samego:

f=[Faf]

Wiemy, ze na gruncie standardowej teorii mnogosci (ZFC) nie jest mozli-
we definiowanie przedmiotow nieufundowanych (w szczegolnosci cyrkular-
nych). Barwise i Etchemendy, chcac rozwigza¢ antynomie ktamcy, musieli po-
shuzy¢ si¢ wigc inng wersja teorii mnogosci. Jak juz powiedzieliSmy, wybrali
oni teori¢ ZFA, ktora powstata na bazie systemu ZFC poprzez usunigcie ak-
sjomatu ufundowania i dodanie aksjomatu antyufundowania AFA". W tej teo-
rii mozna definiowa¢ zbiory nieufundowane, czyli miedzy innymi takie zbiory,
ktore sa swoimi wlasnymi elementami, na przyktad:

a={a}

11" Zob. P. Aczel, Non-well-founded Sets, Stanford 1988.

196



Antynomia ktamcy a teoria hiperzbiorow

W ZFA mozna rowniez definiowac uktady zbioréw nieregularnych typu:

b={c,d}
d = b}

Aczel przedstawit aksjomat AFA w jezyku grafow'?. Przyjat on bowiem, ze kaz-
dy zbior jest pewng struktura, ktdrg mozna zobrazowaé za pomocg grafu skiero-
wanego. Mowigc w najwigkszym skrocie, kazdemu zbiorowi odpowiada w teo-
rii graféw pewien wezet grafu, natomiast relacji bycia elementem odpowiada
okre$lona krawedz skierowana. Przyktadowo zbiorowi p ={g} odpowiadaltby
graf taki, jak na rysunku 1.

p

|

q
Rysunek 1

W tym wypadku wezet p nazywamy rodzicem wezta g, a wezel g nazywamy
dzieckiem wezta p , co w skrocie zapisujemy ,, p = g .

Definicja 4 (Funkcja dekorujaca w sensie Aczela) Funkcjq dekorujgcq w sen-
sie Aczela nazywamy funkcje d ,, ktora kazdemu weztowi n grafu przyporzqd-
kowuje zbior d ,(n) w nastepujgcy sposob:

d,(n)={d(n): nr>n)

Warto zauwazy¢, ze definicja 4 nie jest w petni efektywna. Nie da si¢ wedlug tej
definicji udekorowa¢ na przyktad autosingletonu a = {a}, gdyz brakuje pierw-
szego kroku rekurencyjnego: zgodnie z definicjg 4, aby udekorowaé pewien we-
zel, trzeba najpierw ,,dysponowaé” dekoracjg jego dzieci, co w przypadku auto-
singletonu jest niemozliwe (zob. rysunek 2).

a

Rysunek 2

12 Tamze, s. 6.
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Trzeba zatem definicj¢ 4 Aczela uzupeli¢. Wydaje sig, ze ta korekta jest ko-
nieczna dla formalnej poprawnosci teorii ZFA.

Definicja 5 (Funkcja dekorujaca) Funkcja dekorujgca d jest to odwzorowa-
nie przypisujqce kazdemu weztowi n zbior d(n) w nastgpujgcy sposob:

() :{{d(n') cnn'}

Q wtwnb nA—dn'#n: n—n'

Funkcja d wyznacza tzw. dekoracje. Dekoracja dowolnego wezta jest po
prostu zbior dekoracji wszystkich dzieci tego wezla, co glosi definicja 6.

Definicja 6 (Dekoracja wezla) Dekoracjq wezta n nazywamy zbior wyznaczo-
ny przez funkcje dekorujgcq d(n) .

Definicja 5 nie tylko poucza nas o sposobie dekorowania grafow w ZFA,
ale jednoczesnie charakteryzuje specyficzny dla teorii Aczela typ zbioru, zwa-
ny zbiorem € (autosingleton). Postugujac si¢ ta prostg teorig, Aczel formutuje
swoj aksjomat antyufundowania:

AFA Kazdy graf posiada doktadnie jedng dekoracje.

Dzi¢ki aksjomatowi AFA staje si¢ mozliwe definiowanie zbioréw nieufundowa-
nych: skoro istniejg grafy nieufundowane (jak choc¢by graf na rys. 2), a kazdy
graf jest obrazem pewnego zbioru, to istniejg rowniez zbiory nieufundowane.
Nie bedziemy dalej zaglebiaé si¢ w bogactwie teorii ZFA. Przedstawiona garsé
informacji w zupelnosci wystarczy do realizacji celu tej pracy. Z naszego punk-
tu widzenia istotne jest spostrzezenie, ze w przypadku zbioréw nieufundowa-
nych zachodzi regres nieskonczony relacji 5. W przypadku zbioru a = {a} be-
dzie to regres:
a>a>a>...

Ta wlasno$¢ teorii ZFA sprawia, ze w ,,teorii sadow” Barwise’a i Etchemen-
dy’ego mozna sformulowaé nieufundowany sad:

f=[Faf]

Widaé¢ wiec wyraznie, ze Ktamca (podobnie jak autosingleton) jest swoim wta-
snym sktadnikiem:

faf>f>..
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5. Slaby model swiata

Dysponujemy juz jezykiem formalnym L, w ktorym moéwimy o $wiecie,
oraz modelem sadu, czyli pewnym mnogosciowym obiektem. Ponadto za po-
moca funkcji Val skojarzyliSmy nasz model sadu z jezykiem. Przejdziemy te-
raz od jezyka do §wiata.

Przypomnijmy, ze w ujeciu Russella sad jest prawdziwy tylko woéwczas, gdy
istnieja fakty, ktore czynia go prawdziwym, natomiast jest fatszywy, kiedy nie
istnieja takie fakty. Poniewaz fakty zawsze odnosimy do jakiego$ swiata, zbu-
dujemy pewien $wiat (model) 9T oraz wyrdznimy jego dowolny podzbior, be-
dacy zbiorem faktow. Od tej pory bedziemy mowic o ,,stanach rzeczy w mode-
lu” oraz o sytuacjach. Sytuacje sa to zbiory standow rzeczy.

Jednym z kluczowych poje¢ teorii Barwise’a i Etchemendy’ego jest pojecie
uprawdziwienia. MOwigc najogoélniej, sytuacja s uprawdziwia sad p wtedy
i tylko wtedy, gdy stan rzeczy, odpowiadajacy sadowi p , nalezy do sytuacji s.
Przyktadowo, sytuacja s uprawdziwia sad ,,Klara ma asa kier” wtedy i tylko
wtedy, gdy posiadanie przez Klare asa kier nalezy do sytuacji s .

Definicja 7 (Zbiory SOA i SIT) Niech SOA bedzie zbiorem stanéw rzeczy, na-
tomiast SIT zbiorem sytuacyi.
1. 0 € SOA wtedy i tylko wtedy, gdy o jest jednym z nastgpujacych wyra-

zenh:

* (H,a,c;i)

 (Tr, p;i)

- (Bel,a, p3i) ,

gdzie H, Tr oraz Bel s3 roznymi od siebie atomami, zmienna a to

Klara lub Marek, ¢ jestto je dna z kart, p jest elementem PROP , nato-

miast i wynosi albo 0, albo 1.

2. s € SIT wtedy i tylko wtedy, gdy s jest podzbiorem SOA .

Atomy H, Tr, Bel oznaczaja odpowiednio relacje posiadania, prawdzi-
wosci oraz przekonania. Jezeli w pewnym modelu zachodzi dany stan rzeczy,
wowczas [ przyjmuje warto$¢ 1, jesli nie zachodzi — i przyjmuje warto$¢ 0 .
Na przyktad, jezeli w danym $wiecie Klara posiada asa kier, wowczas zapisu-
jemy: (H,Klara, A¥;1) , natomiast jesli Klara nie posiada tej karty, powinni-
smy zapisa¢: (H,Klara, A¥;0). Mowimy, ze stany rzeczy (H,a,c;l) oraz
(H,a,c;0) (i analogicznie stany rzeczy typu Tr oraz Bel) sa wzajemnie
swoimi dualami: jezeli zachodzi jeden z nich, to nie moze zachodzi¢ drugi. Ele-
menty zbioru SOA nazywamy w skrocie soamami, natomiast wyrazenia typu
(Tr, p;i) nazywamy faktami semantycznymi.
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Zdefiniujemy teraz relacje uprawdziwiania, ktora skojarzy sady o $wiecie ze
stanami rzeczy.

Definicja 8 (Relacja uprawdziwiania) Relacja uprawdziwiania (makes true re-
latioin) jest to doktadnie jedna relacja F, zawarta w SIT x PROP , spelniajqca
nastepujgce warunki:

* sF[a H c] wtedy i tylko wtedy, gdy (H,a,c;l)es.

s sE[a H c] wtedy i tylko wtedy, gdy (H,a,c;0) € s.

» s F[a Bel p] wtedy i tylko wtedy, gdy

» s Fla Bel p] wtedy i tylko wtedy, gdy (Bel,a, p;0) € s .
« s E[Tr p] wtedy i tylko wtedy, gdy (Tr, p;1) €s .

s E[Tr p] wtedy i tylko wtedy, gdy {77, p;0) € s .
s F[AX] wtedy i tylko wtedy, gdy s = p dla kazdego pe X .
s F[VX] wtedy i tylko wtedy, gdy s = p dla pewnego pe X .

Przypomnijmy, ze dazymy do zdefiniowania stabego modelu $wiata. Takim
modelem bedziemy nazywali pewng kolekcje stanow rzeczy (wlacznie ze sta-
nami rzeczy zawierajacymi stwierdzenie prawdziwosci, np. (77, p;1)). Zanim
zdefiniujemy staby model, musimy zastanowi¢ si¢, czego od niego oczekuje-
my. Oto6z, Barwise 1 Etchemendy stwierdzaja, ze staby model powinien spetniaé
trzy wymogi:

* 7aden stan rzeczy 1 jego dual nie mogg jednoczesnie naleze¢ do tego same-
go modelu (to znaczy, ze przyktadowo nie moze Klara miec¢ i jednocze$nie
nie mie¢ asa kier),

¢ jezeli do danego modelu nalezy fakt prawdziwosci jakiego$ sadu p, to
w tym modelu musi tez by¢ sytuacja, ktora uprawdziwia sad p,

¢ jezeli do danego modelu nalezy fakt falszywosci pewnego sadu p, to trze-
ba zapewnic¢, by w tym modelu zadna sytuacja nie uprawdziwiatg sadu p .

Te trzy wymogi naktada na model definicja 9.

Definicja 9 (Staby model §wiata)

1. Niech dana bedzie kolekcja 99T soamow. Sad p jest uprawdziwiony
przez M, czyli M FE p, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zbior s < N
taki, ze sF p; sad p jest ufalszywiony przez M, czyli M ¥ p, kiedy
nie istnieje taki zbior § .

2.Sad p jest prawdziwy w I, czyli Truegn(p), wtedy i tylko wtedy, gdy
(Tr, p;1) € M, natomiast jest fatszywy w M, czyli Falsey, (p), wtedy
i tylko wtedy, gdy (Tr, p;0) € M.
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3. Kolekcja 9N soamow jest koherentna, jezeli zaden soam i jego dual nie
sa jednoczes$nie w 9N .
4. Stabym modelem N $wiata nazywamy koherentng kolekcje soamow,
spetniajgcg nastepujace warunki:
* Jezeli Truey, (p),to MEp.
e Jezeli Falsegn(p),to M F p.
Warto w tym miejscu zwrdci¢ uwage, ze migedzy migdzy relacja prawdziwo-
$ci i uprawdziwienia zachodzi pewna ,,jakosciowa” roznica. Ot6z z punktow
1 i 2 definicji 9 mozemy wyczytaé, ze M F p, Truey, (p) oraz Falegy(p) sa
»pozytywnymi” stwierdzeniami o $wiecie — postulujg nalezenie pewnych fak-
tow do $wiata 901 :
« stwierdzenie ,, 91 F p ” domaga si¢, by fakty, potrzebne do uprawdziwie-
nia sagdu p , nalezaty do 901,
* stwierdzenia ,, Truey, (p) " i ,, Falsegn (p) ” domagaja sig, by pewne fakty
semantyczne (czyli (Tr, p;1) badz (Tr, p;0) ) nalezaty do 9T .
Tymczasem ufalszywienie 901 F p jest stwierdzeniem ,,negatywnym”: jeze-
i model 90 ufatszywia sad p, wowczas fakty, ktore moglyby uprawdziwi¢
ten sad, nie moga naleze¢ do modelu 9T . Mamy tu do czynienia nie tyle z ne-
gacja, co z ,,odmowa” (ang. denial) istnienia w modelu 9t faktow uprawdzi-
wiajacych p.
Zwroémy teraz uwage na dos¢ zaskakujaca cech¢ stabego modelu, zwigzang
z sqdem ktamcy. Mowi o tym twierdzenie 1.

Twierdzenie 1 Sqgd klamcy [ =[Fa ] jest ufatszywiony przez dowolny staby
model M , ale nie jest falszywy w dowolnym stabym modelu I .

Innymi stowy, nie istnieje dowolny staby model )1, zawierajacy jednoczes$nie
fakt uprawdziwiajacy sad f oraz fakt semantyczny (Tr, f;0) . Czyli z jednej
strony w zadnym stabym modelu nie ma faktow, ktore uprawdziwialyby sad f ,
a z drugiej strony fakt falszywosci sadu f nie nalezy do zadnego stabego mo-
delu'3. Podkres$lmy, ze nie zachodzi tu zadna sprzecznos$¢, lecz jest to jedynie
ciekawa witasno$¢ stabego modelu.

13 Zob. J. Barwise, J. Etchemendy, The Liar. An Essay on Truth and Circularity, New York-Ox-
ford 1987, s. 79.
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6. Model semantycznie domkniety

Konstrukcja modelu semantycznie domknigtego jest nawigzaniem do sche-
matu T, znanego z pism Tarskiego':

,’l)”jestpradeiWy erdy l tylko Wtedy, gdy p

Analogicznie, w modelu semantycznie domknigtym prawdziwos¢ bedzie wigza-
ta si¢ z uprawdziwieniem, natomiast fatszywos¢ z ufatszywieniem.

Definicja 10 (Model semantycznie domkniety) Niech N bedzie stabym mo-
delem Swiata.
1. Model 9 jest T-domkniety, jezeli spetnia warunek: Truey(p) wtedy
i tylko wtedy, gdy 9 E p . Mozemy inaczej powiedzie¢, ze M E[Tr p]
wtedy i tylko wtedy, gdy 9 E p.
2.Model 9 jest F-domkniety, jezeli spetnia warunek: Falsey, (p)
wtedy i tylko wtedy, gdy 90 ¥ p. Mozemy inaczej powiedzie¢, ze
M E[Fa p] wtedy i tylko wtedy, gdy 9T ¥ p.
3. Model 9N jest semantycznie domknigty, jezeli jest jednoczes$nie T- i F-
-domkniety.

PowiedzieliSmy, ze Kfamca jest ufalszywiony przez dowolny staby model 97,
ale nie jest falszywy w zadnym modelu 9. Zatem, zgodnie z punktem 1 de-
finicji 10, Kfamca nie moze by¢ prawdziwy w stabym modelu 9. Z drugiej
strony, zgodnie z punktem 2 definicji 10, skoro Ktamca jest ufatszywiony przez
dowolny staby model 99T, to musi tez by¢ falszywy w tym modelu, co jest nie-
zgodne z twierdzeniem 1. Stad mozna wyciagng¢ wniosek:

Twierdzenie 2 Zaden staby model nie jest F -domkniety. Nie istniejqg modele
semantycznie domknigte.

Zachodzi wigc potrzeba ostabienia warunkéw domkniecia. Autorzy decydujg si¢
na zastgpienie F' -domknigcia N -domknigciem i podaja nastepujaca definicje
modelu czg¢éciowo semantycznie domknigtego.

Definicja 11 (Model cze¢$ciowo semantycznie domkniety) Niech 9N bedzie
stabym modelem swiata.
1. Model 9t jest N-domkniety, jezeli spelnia warunek: Falsey,(p) wtedy
i tylko wtedy, gdy 9 F p . To znaczy: M F[Fa p] wtedy i tylko wtedy,
gdy MEp.

14 Zob. A. Tarski, Semantyczna koncepcja prawdy i podstawy semantyki, [w:] A. Tarski, Pisma
logiczno-filozoficzne, t. 1, Warszawa 1995, s. 234-235.
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2. Model M jest czesciowo semantycznie domkniety, jezeli jest jednoczes-
nie T- i N-domkniety.

Dzigki temu mozemy zdefiniowac model Swiata w ogdlnosci:

Definicja 12 Modelem swiata nazywamy kazdy taki staby model I, ktory jest
czeSciowo semantycznie domkniety. Maksymalnym modelem nazywamy kazdy
taki model N , ktory nie zawiera sie wlasciwie w zadnym innym modelu N .

7. Sady paradoksalne

Teraz, na bazie stworzonej aparatury, mozemy probowaé¢ odpowiedzie¢ na
pytanie, co to znaczy, ze jakis$ sad jest paradoksalny.

Definicja 13 (Sady paradoksalne)

1.Sad p nazywamy sadem paradoksalnym w modelu 90T wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego modelu maksymalnego 9t 2 99 nie zachodzi
ani Truen(p), ani Falsey(p).

2.Sad p nazywamy sadem klasycznym wtedy i tylko wtedy, gdy sad p nie
jest paradoksalny w zadnym modelu, tzn. dla kazdego modelu maksymal-
nego M zachodzi albo Truey, (p), albo Falsey (p).

3. Sadami wzglednie paradoksalnymi nazywamy sady, ktore sa paradoksalne
w niektorych modelach, ale w innych modelach nie sg paradoksalne.

Wré¢my zatem do tych kilku wersji antynomii ktamcy, ktore zaprezentowali-
$Smy w paragrafie 1, i sprobujmy odpowiedzie¢ — w mysl definicji 13 — z jakim
rodzajem paradoksalno$ci mamy do czynienia w poszczegolnych przypadkach.
Sqd ktamcy f =[Fa f] jest bezwzglednie paradoksalny, tzn. paradoksalny
w kazdym modelu.
Nastepujacy sad jest wzglednie paradoksalny:

p=la H A#]v|[Fa p]
Jest on prawdziwy w maksymalnych modelach, w ktorych a@ ma asa pik, a pa-

radoksalny w pozostatych.
Cykl klamcy jest bezwzglednie paradoksalny:

p =ITr p,]
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p, =[Tr q]
q=[Fap]

Co wigcej, kazdy z elementow tego cyklu jest bezwzglednie paradoksalny.
Nastepujacy uktad zdan jest bezwzglednie paradkosalny:

Pan A do Pana B:

,,M0j sad jest prawdziwy, ale Pana sad jest fatlszywy”.

Pan B do Pana A:

,,M0j sad jest prawdziwy, ale Pana sad jest fatlszywy”.
Te dwa sady mozemy zapisa¢ formalnie:

Do =[Tr pyIn[Fa p,]
p=[Tr pr]~[Fa po]

Zeby stwierdzi¢ paradoksalno$¢ powyzszego uktadu, nalezy przypomnieé, ze
podstawa naszego modelu jest teoria mnogosci z aksjomatem antyufundowania
AFA. Aksjomat ten posiada dwie wazne z naszego punktu widzenia konsekwen-
cje:

* dzieki AFA mozemy stwierdzi¢ ,,istnienie” sadow p, 1 p,,

* AFA zmusza nas do uznania, ze p, i pj to jeden i ten sam sad, gdyz p,

i p, posiadaja dokladnie t¢ samg strukturg.

Zgodnie z powyzszym, nalezy przyjac, ze sad p, = p, glosi o sobie samym, zZe
jest zarazem prawdziwy i falszywy, co stanowi antynomig.

W przypadku antynomii Loba rozwazane zdanie

Jezeli to (cate) zdanie jest prawdziwe, to Marek ma trojke trefl.

Jest wzglednie paradoksalne: jest ono prawdziwe w modelach, w ktérych Marek
ma trojke trefl, a paradoksalne w pozostatych.

Zagadka Gupty nie jest juz jednak przypadkiem tak oczywistym:

Pan A:
a, =[Marek H Ad]

a, =[Tr bI~[Tr b,]
a, = a,
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Pan B:
b, =[Klara H A]

b, =[[Fa an[Fa a,]]v[[Fa a]~[Fa a;]]

Jak powiedzielismy, Gupta uznat ten przypadek za kontrprzyktad jednej z wersji
antynomii ktamcy, rozwazanej przez Kripkego. Jest to wiec uktad wzglednie pa-
radoksalny.

Zakonczenie

Celem tej pracy byla prezentacja jednego z zastosowan teorii zbiordw nie-
ufundowanych ZFA. Zastosowanie to odnalezli na gruncie filozofii Barwise
1 Etchemendy. Wspomniani Autorzy, postugujac si¢ teorig ZFA, zaproponowa-
li nowe spojrzenie na antynomi¢ ktamcy. Skonstruowali pewien model sadu
(w sensie Russella) oraz podali warunki paradoksalno$ci tego sadu w danym
Swiecie 9. Ponadto odroznili sady paradoksalne wzglednie od sadéw para-
doksalnych bezwzglednie.

W niniejszej pracy zostala omowiona tylko czes¢ badan Barwise’a i Etche-
mendy’ego — ta, ktora dotyczy Russellowskiej charakterystyki sagdow. Poming-
liSmy natomiast preferowane przez Autoréw rozwigzanie, ktorego podstawg jest
sad w sensie Austina (zainteresowany czytelnik moze siegna¢ do ksigzki The
Liar). Nie przedstawiliSmy tego zagadnienia, poniewaz naszym celem byt nie
tyle namyst nad antynomig ktamcy, co formalna analiza modelu, bedacego przy-
ktadem zastosowania teorii zbiordw, ktore jeszcze niecale sto lat temu uwazano
za zbiory ,,zbyteczne”.

Streszczenie

Celem artykutu jest prezentacja jednego z filozoficznych zastosowan teorii hiperz-
bioréw ZFA. Autorami tego pomystu sa Barwise i Etchemendy, ktorzy proponuja nowe
rozwigzanie antynomii ktamcy. Artykut przedstawia tzw. koncepcje sadu (i prawdziwo-
$sci) w ujeciu Russella. Zgodnie z ta koncepcja sqgd Kiamcy posiada teoriomnogosciowa
reprezentacje w postaci obiektu f =[Fa f]. Zapis ten nalezy odczytywaé: ,,sad f to sad,
ktory glosi, ze f jest falszywy”.

Kluczem do omawianego rozwigzania jest zdefiniowanie dwoch typow paradoksal-
nosci: paradoksalnosci wzglednej i paradoksalno$ci bezwzglednej. Sad jest paradoksalny
bezwzglednie, jezeli jest paradoksalny w kazdym §wiecie, natomiast jest paradoksalny
wzglednie, jezeli jest paradoksalny w pewnych $wiatach, ale nie we wszystkich.
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Abstract

Liar Paradox and the Hyperset Theory

The objective of the paper is to discuss one of the philosophical applications of the
hyperset theory ZFA. The idea is due to Barwise and Etchemendy, who proposed a new
solution to the Liar paradox. The solution involves Russellian account of proposition (and
truth). According to Russellian account, Liar proposition may be represented in set theory
as: f=[Faf],to be read: ,proposition f is a proposition stating that 7 is false”.

The solution is based on the distinction between two kinds of paradoxicality: contin-
gent paradoxicality and intrinsical paradoxicality. A proposition is intrinsically paradoxi-
cal, if it is paradoxical in every world, and is contingently paradoxical if it is paradoxical
in some worlds but not in others.

KEYWORDS: hyperset, Liar paradox, anti-foundation axiom, model, proposition, truth.
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