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TEZA CHURCHA A DEFINICJA PRAWDY TARSKIEGO

Zadaniem niniejszego opracowania jest zasygnalizowanie trescio-
wego zwigzku, jaki istnieje pomiedzy tytulowymi zagadnieniamil.

1. W literaturze z zakresu filozofii logiki pojawiajg sie¢ sformulowania
zwane, przez podobiefistwo do tezy Churcha (TC), tezami®. Naj-
ogolniej rzecz biorac, przez ,teze” rozumie¢ bedziemy stwierdzenie,
nie majgce dowodu w sensie Scistlym, moggce zostaé¢ sfalsyfikowa-
nym, w ktorym pojawiajg sie dwa pojecia, z ktorych jedno ma cha-
rakter intuicyjny, drugie zas$ Scisly (matematyczny). Teza sta-
nowi, ze pomiedzy oboma pojecia zachodzi odpowiedniosé, ktora
moze mie¢ charakter intensjonalny lub ekstensjonalny. Oto przy-
klad tezy:

(TI) Klasa znaczeri okresu warunkowego jezyka potocznego pokrywa sie zakre-
sowo z klasq implikacyjnych logik porzqdku®,

Teza ta ustala zakresowg odpowiednio§é pomiedzy intuicyjnym
pojeciem ,znaczenie okresu warunkowego” a matematycznie zdefinio-
wanym pojeciem logiki implikacyjnej. Wydaje sie, ze formalizm

1 Pojecie ‘tresciowego zwiazku’ jest niestety niejasne. Mam tutaj na mysli cos
zblizonego do relewancji, o ktorej wspominaja Anderson, Belnap (Entailment, vol. 1,
Princeton 1975, s. 17-18). Praca ta, w nieco zmienionej postaci, zostala wygloszona
jako referat w Karpaczu w roku 2000.

2 Por. S. Shapiro, Understanding Church’s thesis, ,Journal of Philosophical
Logic” 10:1980, s. 353-365; M. Davis, Why Goedel didn't have Church’s thesis,
JInformation and Control” 54:1982, s. 3-22; E. Mendelson, Second thoughts about
Church’s thesis and mathematical proofs, ,The Journal of Philosophy” 37:1990,
8. 225-233.

3 Wezmy klas¢ standardowych nadkonsekwencji bazowej konsekwencji spdjnika
porzadku zapisanych za pomoca regut inferencyjnych, w jezyku z jednym spéjnikiem
dwuargumentowym ‘—’. Logiki implikacyjne to te, ktére zostajg usprzecznione przez
wzbogacenie o regule: a—p / B—a; por. J. K. Kabzinski, Investigations into the
equivalence connective, Krakow 1980, s. 18 [Rozprawy habilitacyjne UJ nr 48).
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wystepujacy w tezach da sie przedstawic jako fragment teorii mnogo-
Sci*. Ogélny schemat, tezy jako takiej, zapisa¢ mozna w postaci:

(T)INT = FORM.

Nie jest jednak zbyt precyzyjne uzywanie rownosci typu (T). Czy-
nimy tak, aby umozliwié¢ sobie zapisanie f € INT, co z kolei umozliwia
falsyfikacje rownosci typu (T).

2. W zwigzku z TC pojawia sie w literaturze przedmiotu stosunkowo
duzo pomylek. Dlatego przypomne niektore wazniejsze daty
i sformulowania. Church, ktéry wynalazt tzw. lambda-rachunek,
juz pod koniec 1933 roku przypuszczal, ze kazda funkcja efektyw-
nie obliczalna jest definiowalna w lambda-rachunku®. Oficjalne
ogloszenie TC nastgpilo w abstrakcie skierowanym do American
Mathematical Society, noszacym date 22. 03. 1935. Publicznie TC
zostala ogloszona na posiedzeniu American Mathematical Society
dnia 19. 04. 1935. Publikacjg zawierajacg TC jest: A. Church, An
unsolvable problem of elementary number theory®. Oto co wlasci-
wie napisal Church:

Celem niniejszej pracy jest zaproponowanie definicji efektywnej obliczalnosci,
o ktorej przyjmuje sig, ze w sposob satysfakcjonujgcy koresponduje z cokolwiek
nieprecyzyjnym, intuicyjnym poje;ciem7.

Nieco zas dalej w przypisie trzecim powiada:

Jak sie okaze, ta definicja efektywnej obliczalnosci moze byé podana w dwéch
réwnowaznych formach: (1) ze funkcja, okreslona w dziedzinie nieujemnych liczb
calkowitych, nazwana bedzie efektywnie obliczalng, gdy jest lambda-definio-
walng, [...], (2) ze funkcja, okreslona w dziedzinie nieujemnych liczb catkowitych,
nazwana bedzie efektywnie obliczalng, gdy jest rekurencyjna w sensie paragrafu
czwartego ponizej. [...] Jednakze fakt, iz tak bardzo réznorodne i (w opinii autora)
réwnie naturalne definicje efektywnej obliczalnosci okazaly si¢ byé réwnowaz-
nymi dodaje sily racjom podanym ponizej dla uznania tego, ze konstytuujg one
tak ogélna charakterystyke tego pojecia, ktora jest niesprzeczna ze zwyklym intu-
icyjnym jego rozumieniem-.

4 Jak latwo zauwazyé, ostatnie zdanie jest samo jakby tezg.
5 Chodzi o funkcje okreslone w zbiorze liczb naturalnych; por. J. B. Rosser,
Highlights of the History of the Lambda-Calculus, ,2Annals of the History of Compu-

ting” 6:1984, s. 344. .
g’; Opublikowane w: ,The American Journal of Mathematics” 58:1936, s. 345-363;

przedruk w: M. Davis, The Undecidable, New York 1965, s. 89-107. Strony artyku-
ha Churcha bedg podawane za przedrukiem.

"M.Davis,jw.,s. 90.

8 Tamze.
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Przyjmujac, ze litera R oznacza zbior wszystkich funkcji ogolnie
rekurencyjnych, E klase wszystkich funkcji obliczalnych (w sensie in-
tuicyjnym), f zas dowolng funkcje okreslong w zbiorze liczb natural-
nych, mozna TC zapisa¢ nastepujgco:

(TC) Dla dowolnej funkeji f: fe E wtedy i tylko wtedy, gdy f € R.

Podczas gdy zbiér R jest dobrze okreslonym zbiorem (w sensie
teorii mnogosci ZF), to E nie jest takim dobrze okreslonym zbiorem,
a nawet nie wiadomo, czy jest zbiorem w sensie ZF°. Choé w ogdlnym
przypadku nie jest obecnie znana metoda ewentualnego dowodu TC,
to jednak sprawa jej ewentualnej falsyfikacji jest w miare jasna. Na-
lezaloby znalezé¢ funkcje obliczalng w sensie intuicyjnym i nierekuren-
cyjna, lub rekurencyjng i nieobliczalng w sensie intuicyjnym.

3. Obecnie przytoczymy to, co nazywaé bedziemy tezg Tarskiego (TT)'..

UMOWA P. Poprawng formalnie definicje symbolu ,Vr”, sformutowang w termi-
nach metajezyka, nazywaé bedziemy trafnqg definicjq prawdy, o ile pocigga ona za
sobg nastepujqce konsekwencje:

(a) wszystkie zdania dajqce sie uzyskaé¢ z wyrazenia ,x€ Vr wtedy i tylko wtedy,
gdy p” przez zastgpienie symbolu ,x” nazwq strukturalnoopisowq dowolnego zda-
nia rozwazanego jezyka, za$ symbolu ,p” — wyrazeniem, stanowigcym przektad
tego zdania na metajezyk.

(B) zdanie ,dla dowolnego x — jesli x € Vr, to x € S” (lub innymi stowy, ,Vr < 8")'%,

% Fakt ten jest okazja do pewnej ,dowolnosci” w konstrukeji kontrprzykladéw dla
TC. Dla przykladu wezmy tzw. generator fizyczny liczb losowych w postaci monety
i stowarzyszmy go z komputerem. Komputer bedzie notowal kolejne numery rzutéow
i ich wyniki (np. ‘orzel’ to 1, za$ ‘reszka’ to 0). Zakladajgc, ze wszystkie funkcje okre-
Slone w liczbach naturalnych istnieja (platonizm odnos$nie do istnienia obiektow ma-
tematycznych), i dysponujgc wspomnianym urzgdzeniem, dysponujemy ‘algorytmem’
obliczajacym jaka$ istniejaca funkcje. Nie wiem, w jaki sposob mozna orzec, czy rze-
czona funkcja jest czy tez nie jest rekurencyjna, cho¢ wydaje si¢ intuicyjnie obliczal-
ng, gdyz dla dowolnej liczby naturalnej moge w skonczonej liczbie krokéw odpowie-
dzieé¢ na pytanie o wartosé funkcji w tym punkcie; por. A. Olszewski, Teza Chur-
cha a Platonizm, ,Zagadnienia Filozoficzne w Nauce” 24:1999, s. 96—100. Co do gene-
ratoréw liczb por.: R. Wieczorkowski, R. Zielinski, Komputerowe generatory
liczb losowych, Warszawa 1997, s. 14.

19 Drugi czlon tej alternatywy uwazany jest obecnie za trudny do spelnienia. In-
kluzji R c E raczej nie poddaje si¢ w watpliwosé.

1 Nazwg tg postuguje¢ si¢ w nawigzaniu do sformulowania E. Mendelsona z cyto-
wanego w przypisie 2. artykulu. Mendelson rozumie TT nieco odmiennie.

12 A. Tarski, Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych, [w:] A. Tarski,
Pisma logiczno-filozoficzne, red. J. Zygmunt, Warszawa 1995, s. 60—-61.
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Jak zaznacza sam Tarski, mozna by sama umowe P §cisle wypo-
wiedzie¢ w meta-metanauce w postaci normalnej definicji. Warunki
(o) oraz (B) wyznaczajg warunki merytorycznej trafnosci semantycz-
nej definicji prawdy z dokladnoscig do rownowaznosci. Znaczy to, Ze
dowolna semantyczna definicja prawdy (oznaczymy jg DP) ,z koniecz-
noéci bylaby réwnowazna”'® definicji Tarskiego (DT). Dla lepszego
uchwycenia sensu mozemy to zapisa¢ w postaci quasi-formuty:

Dla dowolnej DP; DT = DP

Wszystkie definicje prawdy (jak wspomniano z dokladnoscig do
rownowaznosci) wyznacza umowa P. Prawa strona tej umowy moze
zosta¢ sformalizowana w odpowiednio bogatej teorii. To, czego nie da
sie SciSle wypowiedzie¢, co jednak wystepuje w umowie P, to zwrot
ytrafna definicja prawdy”. Cala umowa moze chyba by¢ rozumiana ja-
ko okreslenie tego wlasnie zwrotu. Oczywiscie DT spelnia wymagania
wyrazone w umowie P. Dlatego mowi¢ mozna o zwigzku:

UMOWA P(Vr/DT);

w tym sensie, ze DT jest szczegélowym przypadkiem ogolnej umowy.

W wyniku zaaplikowania DT do standardowego jezyka arytmetyki
pierwszego rzedu i do standardowego modelu arytmetyki liczb natu-
ralnych N = (N, 0, ’, +, -) uzyskuje sie zbior wszystkich zdan prawdzi-
wych (zapisanych w jezyku pierwszego rzedu), ktorego zbior numeréw
Goedla oznaczamy literg 6. Zbior takich zdan prawdziwych nazwiemy
arytmetyka. Tarski w pracy Pojecie prawdy w jezykach nauk de-
dukcyjnych dowidd! twierdzenia o niedefiniowalnosci prawdy NP.
Mowi ono, ze:

(NP)Zbior 0 nie jest definiowalny w arytmetyce.
Poniewaz to twierdzenie zostalo uzyskane przy przyjeciu DT, dla
arytmetyki mamy:
DT, r = NP.

Przyjmijmy dla potrzeb dalszych rozwazan, ze zachodzi:

(Z) — NP.

13 Por. A. Tarski, Semantyczna koncepcja prawdy i podstawy semantyki, [w:]
tamze, s. 252.
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Zatem istnieje w arytmetyce formula definiujgca zbiér 6. Oznaczy-
my jg przez P(x). Niech num oznacza funkcje numeracji goedlowskiej
(wzajemnie jednoznacznej) formul arytmetyki. Funkcja neg:N—N,
ktora zamienia O na 1, i odwrotnie, za$ na pozostalych liczbach jest
identycznoscig, jest funkcjg rekurencyjng, a nawet pierwotnie reku-
rencyjng. W dalszym ciggu rozwazan postaramy si¢ wykaza¢é, ze — na
mocy (Z) — mozna wskazaé argument, dla ktérego funkcja neg nie jest
obliczalna.

Z formulg P(x) zwigzujemy funkcje vp:N—N, ktora jest identyczno-
Scig na wszystkich liczbach précz tych, ktére sg numerami goedlow-
skimi zdan arytmetyki; i numerom zdan prawdziwych przyporzgdko-
wuje liczbe I, zas numerom zdan falszywych 0. Mamy nastepujace
wlasnosci:

(1) vp(n) = 1 wtw num(P(n)) € 6,
(2) vp(n) = 0 wtw num(—P(n)) € 6
(3) jesli n € 6 to vp(n) = ve(num(P(n))),
(4) jesli A jest zdaniem arytmetyki, to: vp(num(A)) = 1 wtw
vp(num(—-A)) = 0;
(5) na mocy lematu przekqgtniowego twierdzeniem arytmetyki jest:
B < —P(num(B)), dla pewnego zdania B;
(6) vp(num(B ¢ —P(num(B)))) = 1, z (5);
(7) (6) zachodzi wtw vp(num(B)) = ve(num(—-P(num(B))));
(8) vp(num(-A)) = neg(vp(num(A))), z definicji odpowiednich funk-
cji;
(9) vp(num(—P(num(B)))) = neg(vp(num(P(num(B))))), z (8);
(10) neg(vp(num(P(num(B))))) = neg(ve(num(B))), z (3);
(11) vp(num(B)) = neg(vp(num(B))), z (1), (9) i (10);"*

Wlasno$é z wiersza (11) uniemozliwia obliczenie, w sensie intuicyj-
nym, wartosci funkcji neg w punkcie vp(num(B)) = 0, wtedy neg(0) = 1
(z definicji), ale rownoczesnie neg(0) = 0 (z (11)). Zatem ta funkcja nie
jest obliczalna w sensie intuicyjnym, cho¢ matematycznie zostala zali-
czona do funkcji pierwotnie rekurencyjnych. Prowadzi to do wniosku
o fatszywosci T'C bo:

R <z E.

4 Jak sie pewnie Czytelnik natychmiast zorientowat, w rozumowaniu tym wyko-
rzystany zostal dowdd lematu przekgtniowego.
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WykazaliSmy zatem:
—~NP = —TC",

Przeprowadzone rozumowanie, o ile poprawnels, jest szczegélnym
przypadkiem nastepujgcego spostrzezenia:

(Arytmetyka sprzeczna) = —TC.

Jesli arytmetyka jest sprzeczna, to da sie w niej dowiesé, ze 0=1.
Wtedy nawet najprostsza funkcja rekurencyjna nie bylaby efektywnie
obliczalna (w sensie intuicyjnym)"’, z powodéw analogicznych dla kté-
rych funkcja neg nie jest obliczalna. Inna mozliwoéé jest taka, ze na-
sze intuicyjne pojecie algorytmu jest sprzeczne. Wydaje si¢ zatem, ze
TC (o ile prawdziwa) shuzy¢ moze do wyprowadzania formalnych wy-
nikéw z dziedziny matematyki do dziedziny intuicji'®.

TARSKT'S DEFINITION OF TRUTH AND CHURCH’S THESIS

Summary

The aim of the article is to state some sort of the contentual connection between
the issues announced in the title. I attempt to show that, if we don’t accept some con-

cequences of Tarski’s Thesis ~ his Convention T — we have to accept the negation of
Church’s Thesis.

15 Jesli znakowi = przystuguje wlasnos¢ mocnej kontrapozycji (charakterystycz-
nej dla logiki klasycznej), to uzyskamy: TC = NF.

16 Dla przecietnego matematyka powyzsze rozumowanie Jest calkowicie trywial-
ne. Falszywa przestanka implikuje dowolne zdanie.

17 . S . .
Jest to wazne, poniewaz powyzsza argumentacja zostala przeprowadzona
w sposob nieformalny.

18 Podobne rozumowanie z uzyciem T'C przeprowadzil Kleene w pracy: Reflec-
tions on Church’s Thesis, ,Notre Dame Journal of Formal Logic” 28:1987 , 8. 490-498.



